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PRÉFACE 



On divise ordinairement les mathématiques en élémen- 
taires, spéciales^ transcendantes. ou supérieures. Cette 
classification n'est pas arbitraire ; elle répond à la nature 
des choses, comme à l'état de la science dans l'antiquité 
et dans les temps modernes. Avant Descartes, on ne con- 
sidérait en général que des grandeurs constantes, connues 
ou inconnues, mais ayant une valeur invariable ; ces 
quantités sont l'objet des mathématiques élémentaires 
enseignées dans les lycées, et exigées des candidats au 
baccalauréat ès-sciences. Descartes introduisit dans la 
science des quantités variables liées entre elles au moyen 
d'une équation algébrique, et il figura par une courbé 
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la loi exprimée par cette équation; il créa en quelque 
sorte les mathématiques spéciales, enseignées aujourd'hui 
dans les grands lycées aux jeunes gens qui se destinent 
à l'école polytechnique ou à l'école normale. Enfin 
Leibnitz et Newton, vexant. à considérer les accroisse- 
ments infiniment petits des grandeurs variables et les 
limites de leurs rapports, inventèrent le calcul infinité- 
simal et la mécanique transcendante, objet principal de 
l'enseignement dans les facultés des sciences, et dans les 
écoles normale et polytechnique. Lorsqu'on est parvenu 
au sommet de la science classique, on aperçoit d'autres 
cimes plus élevées encore, qui; ne sont accessibles qu'à 
un petit qombre de génies privilégiés. 

Cette division des mathématiques, quoique bien natu- 
relle, n'est pas absolue ; et, malgré les programmes offi- 
ciels qui tendent à la ma^tenû?,, souvent les quantités 
variables et même les quantités, infiniment petites se 
rencontrent parmi les grandeurs constantes dans les 
cours les plus élémentaires. Cette confusion apparente 
tient à la nature de l'esprit humain, et il ne faut pas 
chercher à l'éviter ; si piême on élevait davantage le> 
niveau des études mathématiques, la philosophie n'y 
perdrait rien. En, effet, les jeunes geus, en sortant du 
collège, ont une idée suffi^jite de la littérature. ancienne 
ou moderne ; entre certains bacheliers ès-lettres et les 
candidats à la licence, il n'y a souvent que la distance 
d\m solécisme ou d'unp faute de quantité. Il n'en est pas 
ainsi dans les sciences ; ici, l'instruction mathématique du 
bachelier est si incomplète, qu'il ignore même les pre- 
mières notions des mathématiques supérieures abandon- 
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nées aux hommes spéciaux ;. de là trop sauvent* dans 1er 
monde comme dans la république des lettres, un échange» 
de dédain entre ceux qui savent et ceux qui ne savent pas. 
Il esta craindre que la bifurcation ne persiste parmi lea 
philosophes, qui, séparés par les préjugés d'une éduca- 
tion restreinte, se partagent en deux camps que nous* 
pouvons appeler l'école littéraire, et l'école scientifique*. 
Pour amener entre eux un rapprochement désirable et les 
réconcilier un peu* il serait peut~être à propos de faire 
pénétrer dans renseignement secondaire des sciences 
quelques chapitres bien choisis de renseignement supé- 
rieur. « Pourquoi le calcul des infiniment petits, a dit M. 
Cournot, resterait-il un secret du sanctuaire pour tant 
d'hommes éclairés, lorsqu'il serait si facile de leur faire 
comprendre tout ce qu'il leur importe d'en connaître ? * 
Ce n'est pas seulement pour contribuer aux progrès 
des sciences qu'on doit les cultiver ; le plus souvent, on 
veut lea appliquer à l'industrie, ou encore, chercher dans 
leurs premiers principes l'explication des phénomènes 
naturels. Voilà pourquoi la physique, la chimie, la géo- 
logie, et l'astronomie elle-même trouvent de nombreux 
propagateurs ; les hautes mathématiques seules restent 
inaccessibles à la plupart des esprits. Et pourtant, sans 
avoir la prétention de suivre l'aigle au haut des cieux, il 
serait beau encore de chercher à mesurer la hauteur de 
son vol. Beaucoup de jeunes gens le sentent, sans doute ; 
ils regrettent que leurs études aient été bornées aux élé- 
ments de la géométrie, de l'algèbre» de la cosmographie ; 
et lorsque les noms de Descartes,, de Leibnitz, de Newton* 
brillent à leurs yeux dans l'histoire, ils voudraient au 
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moins avoir une idée delà géométrie analytique, du cal- 
cul différentiel et de- la knécamique céleste. Ils ne peu- 
vent aborder les grands ouvrages qui traitent de ces 
sciences ; il leur faudrait se condamner à un travail de 
plusieurs années avant d'eritéridre un seul chapitre de 
Lapïace; à peiné quelques curieux! onUls la pensée de 
l'essayer.' -:.»... ■• . ■ . . 

En général, les auteurs sèT préoccupent moins de la 
propagation des sciéribes'qtae de leurs progrès; ils son- 
gent moins à tes vulgariser qu'à lefe e&tposer avec tous 
létirs développements, et ils rie posent d'autres limites à 
leurs ouvrages ? <jùe celles de lëtir propre érudition. Ils 
paraissent donc n'écrire 1 que pour '-un 'petit nombre d'ini- 
tiés; et ils écartent 'les' profanée du sâhcluaire. « Les 
inveriteurs ne dédaigrierit pas l'obscurité » a dit Dalem- 
bërt. Lorsque BiôHttt poû^la pi<é!tiière fois la mébanique 
céleste, ' il Soumettait à Lapla-ée lui^mêtne ' les difficultés 
qui Tarrêtaiehtj et l'atïteur^-ne pouvait pas toujours les 
lever saris y donner beaucoup d'attention. * Une fois, dit 
Biot, je le vispasser près d'Une heure à tâcher de ressaisir 
la chaînedes raîsonriëmeritS'q^MI avait cachée sous ce 
mystérieux symbole! il est dise de voir* ■* • 

• D'un autre côté, l-oMi^e qui règne dans les ouvrages 
modernes et qui £lait tant à l'esprit, n'est pas' toujours 
celui des découvertes. Le calcul différentiel n'est pas sorti 
tel qù f il eèt cottstitlië aujourd'hui, de la pensée de Leibnitz. 
Cest avec raisôti qu'on Fexpb^e avant la mécanique dont 
il est Tinstruriiéht ; mais léfe inventeurs eri créaient les 
différentes parties pour les besoiris delà philosophie 
iiàturëUé; «n nouveau pW>bléftie de mécanique donnait 



lieu à une nouvelle différentielle ; c'était le but proposé 
qui faisait trouver les moyens d'y parvenir. Aujourd'hui, 
on donne les moyens sans laisser apercevoir le but vers 
lequel on doit tendre ; il en résulte que souvent on apprend 
le calcul infinitésimal avant d'en avoir le sens ; on ne peut 
guère le comprendre que par ses applications à la recher- /*• 
che des lois naturelles, car il est en réalité le lien dialec- 
tique des effets et des causes. Ainsi, indépendamment 
de l'absence de transitions, les difficultés qui hérissent 
les sciences tiennent encore à ce que l'on ne comprend 
guère le commencement que parla fin. « Allez, monsieur, 
écrivait Dalembert à un jeune étudiant, allez, et la foi 
vous viendra. > On sait par les mémoires d'Arago com- 
bien ce conseil du grand géomètre, trouvé par hasard sur 
la couverture d'un livre élémentaire, fut utile au jeune 
Arago lui-même, au milieu des difficultés qui épuisaient 
ses forces. «Ce fut pour moi un trait de lumière, dit-il ; 
au lieu de m'obstiner à comprendre du premier coup les 
propositions qui se présentaient, j'admettais provisoire- 
ment leur vérité, je passais outre, et j'étais tout surpris 
le lendemain de comprendre parfaitement ce qui la veille 
me paraissait entouré d'épais nuages ». 

Il semble donc que l'on devrait se hâter de faire le tour 
des mathématiques afin de mieux en embrasser l'ensem- 
ble ; il deviendrait ensuite plus aisé d'en saisir les détails» 
Sans s'astreindre à toutes les hésitations des inventeurs, 
il est boi> de suivre parfois leur méthode, afin que les 
commençants ne luttent pas contre de pures abstractions 
dont ils ne voient d'abord ni le but ni l'utilité. 
; Le lecteur comprend déjà que nous nous proposons de 
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remplir ce programme dans une certaine mesure, afin 
d'initier rapidement les jeunes gens aux premiers princi- 
pes mathématiques de la philosophie naturelle. 

Les anciens philosophes préludaient à leurs spécula- 
tions par l'étude des mathématiques ; on sait que Platon 
interdisait l'entrée de l'Académie à quiconque n'était pas 
géomètre, et qu'il donna lui-même une solution du fameux 
problème de la duplication du cube. Dans les temps mo- 
dernes, les grands penseurs ont également senti l'impor- 
tance des sciences exactes, auxquelles l'esprit philosophique 
doit souvent la hardiesse et la rigueur de ses conceptions. 
S'il n'est pas nécessaire d'approfondir toutes les sciences, 
il faut du moins en connaître les principes, les méthodes 
et les principaux résultats. C'est pour avoir méconnu cette 
vérité que des écrivains célèbres ont osé attaquer la 
science en général, et les mathématiques en particulier. 
Quelques-uns, emportés par un idéalisme inconséquent, 
ne croient pas pouvoir montrer assez de dédain pour les 
mathématiques, dont ils ne voient pas la haute portée, et 
qu'ils confondent avec le culte des intérêts matériels. 
D'autres, préoccupés. des applications industrielles, pros- 
crivent les mathématiques pures comme des abstractions 
inutiles au genre humain. 

H est encore des gens lettrés capables de prendre les 
géomètres pour des arpenteurs, et de confondre le calcul 
différentiel avec la soustraction, comme ce bibliothécaire 
qui plaçait le traité des fluxions de Maclaurin parmi les 
ouvrages de médecine. Laissant bien loin ces erreurs 
vulgaires, des écrivains illustres ont avancé les opinions 
tas plu» étranges sur les sciences exactes. Chateaubriant 
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a dit que la science menait à l'athéisme, et de l'athéisme 
au crime. Selon Lamartine, c renseignement mathéma- 
tique fait l'homme machine et, dégrade la penséef ; l'âme 
d'un peuple n'est pas ce chiffre muet et mort à l'aide du- 
quel il compte des quantités et mesure des étendues: la 
toise et le compas en font autant. » Il est clair que l'illustre 
poète n'avait pas une bien vive admiration pour les har« 
monieuses lois du inonde mathématique. 

La tactique de ceux qui attaquent les sciences est bien 
simple : elle consiste à supposer qu'un savant est néces- 
sairement exclusif, illettré et barbare; que par cela seul 
qu'il connaît les secrets du ciel, il ignore ceux du langage; 
que la pratique de l'algèbre et du calcul intégral le rend 
incapable d'admirer un tableau de Raphaël, ou une sym- 
phonie de Beethoven, et dé lire avec goût une ode d'Ho- 
race, une comédie de Molière, une épître de Voltaire,, ou 
une méditation de Lamartine.. 

Les géomètres ne répondent guère à de pareilles atta- 
ques ; Us s'^ii vengent en lisant les œuvres de leurs ad- 
versaires, qui ne feraient pas mal de les imiter. Si un 
sourd éloquent s'était avisé de dénigrer la musique, Ro&~ 
smi n'aurait pas pris la plume pour la défendre* Dans le 
temple du goût, Fontenelle injurié par Jean-Baptiste 
Rousseau, « le regarde avec cette compassion philosophi- 
que qu'un, esprit éclairé et étendu ne peut s'empêcher 
d'avoir pour un homme qui ne sait que rimer ». Cepen- 
dant Dalembert s'est quelquefois donné la peine de réfuter 
les attaques dirigées contre les sciences exactes. Il lui était 
facile de prouver qu'on peut être un grand géomètre sans 
manquer d'eapriL Le secrétaire, perpétuel de l'Acadéoaée 



— 10 — 

française ne pouvait s'enfermer exclusivement dans la 
science abstraite. « Qui aurait à choisir d'être Newton ou 
Corneille, disait-il, ferait .bien d'être embarrassé, ou ne 
mériterait pas d'avoir à choisir ». On voit que ce philo- 
sophe savait honorer toutes les muses, à l'exemple de 
Pythagore qui chantait les vers d'Homère en s'accompa- 
gnantsur la lyre. 

Voici en quels termes Frédéric, dans une lettre à Vol- 
taire, parle des mathématiques transcendantes : « Ces 
sublimes abstractions font honneur à l'esprit humain, et il 
me semble que les génies qui les cultivent se dépouillent 
de la matière, et s'élèvent dans une région supérieure à 
nos sens. J'honore le génie dans toutes les routes qu'il se 
iraie ; et quoiqu'un géomètre soit un sage dont je n'entends 
pas la langue, je me plains de mon ignorance, et ne l'en 
estime pas moins. » 

Nous voilà bien loin de ces poètes superbes qui « don- 
neraient les mathématiques et la science moderne pour un 
beau vers, ou pour un brin d'herbe cueilli sur le mont 
Hymette ; » ils ne voient pas qu'ils suppriment une des 
plus belles formes de la pensée, comme si, dans la sphère 
idéale des mathématiques, aussi bien que dans le monde 
plus réel de la poésie, le beau n'était pas la splendeur du 
vrai. C'est en vain que l'on regarderait les idées du vrai, 
du beau, du bien comme irréductibles ; la vertu et la 
science resteront toujours belles dans le langage des peu- 
ples. Les vérités pures brillent d'une beauté qui leur est 
propre et qui n'éclate qu'à l'esprit, comme disait Pas- 
cal* Les harmonies mathématiques ont cela de commun 
avec celles de la musique; Beethoven, devenu sourd, 
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n'avait pas besoin d'entendre ses immortelles symphonies 
pour en admirer la sublime conception. Il n'est pas plus 
facile de nier la beauté des mathématiques que leur 
grandeur qui est celle de l'esprit humain lui-même dont 
elles sont, après tout, la plus étonnante création. 

Dans son domaine, la science mathématique est infail- 
lible et n'a pas besoin du contrôle de l'expérience. Mais 
lorsqu'on Veut l'appliquer à la philosophie naturelle, il faut 
le faire avec la plus grande circonspection sous peine de 
Commettre de : graves erreurs. Si l'imagination du géo- 
mètre enttevoit souvent les lois de l'ordre, il faut cepen- 
dant que l ? observation lui dbnne le droit d'affirmer ses 
conceptions, et- de formuler enfin les lois qui régissent^ 
lés phénomènes. L'empire du possibl e s'étend pour nous /*' t 
au-delà du réel ; les géomètres ont quelquefois pris leurs^ 
abstractions pour des réalités : ainsi Pythagore voyait 
danfc les nombres les causes dé toutes choses, et son ^ 
disciple Phiidlaûs, préoccupé' des cinq polyèdres régu- 
liers, n'admettait dans là nature que cinq éléments, de 
même que Platon ne devait reconnaître que cinq pla- 
nètes; -Aristote-y attribuant au cercle une perfection 
imaginaire^ né vit danâ les cieux que des mouvements 
circulaires, naturels à la matière, et méconnut sa ten- 
dance du mouvement rectiligne, ce qni retarda de vingt 
siècles les progrès de la mécanique. Descartes, géomètre 
avant d'être philosophe, construisait le monde a priori 
avec dé l'étendue,, sans forces permanentes. C'est par une 
méprise de ce genre que Leibnitz, créateur du calcul 
infinitésimal, Substituait l'inftniment petity la monade sans 
étendue, à l'hypothèse féconde des atomes: Les erreurs 



— 12 — 

de ces grands philosophes ont servi à nous montrer que 
l'esprit humain ne peut guère trouver a priori que ses 
propres lois, et que la métaphysique est impuissante à 
construire le système de l'univers. 

Cependant les mathématiques qui touchent par plus 
d'un point à la métaphysique elle-même, ne sont pas sans 
objet réel. En effet, l'observation découvre dans l'univers 
un magnifique reflet de leur idéal. On peut dire qu'il y a 
une sorte d'harmonie préétablie entre le monde des idées 
et le monde matériel. Aussi les mathématiques sont-elles 
le langage des sciences astronomiques et physiques ; c'est 
par elles que Newton, fixant ses puissants regards sur 
les cieux, et créant un dialecte de leur langue sublime, 
put converser avec les mondes, et surprendre leur secret, 
l'attraction universelle. Si parfois les erreurs des philo- 
sophes et les témérités des sceptiques troublent l'âme, les 
découvertes des savants lui rendent le calme et la séré- 
nité, et lui permettent de contempler avec ravissement 
l'ordre de la nature, qui reflète la pensée divine. 

On cite, beaucoup trop souvent, une opinion paradoxale 
échappée à un grand homme qui était loin, sans doute, 
de prévoir l'abus qu'on en ferait plus tard : « Chacune 
des sciences, a dit Napoléon, est une belle application de 
l'esprit humain ; les lettres, c'est l'esprit humain lui- 
même. » Que l'on essaie de se figurer ce que serait l'hu- 
manité avec les lettres seules, et privée de l'immense 
développement scientifique et industriel produit par les 
derniers siècles ; et l'on verra si les lettres sont l'esprit 
humain tout entier. On oublie trop que la science est une 
puissance dans l'ordre moral comme dans l'ordre physi- 
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que; elle ressemble à la lumière du soleil dont tout le 
monde jouit sans s'en apercevoir, et sans songer à la re- 
connaissance. 

Sans la connaissance des sciences positives, l'histoire 
elle-même « qui sait tout », c'est-à-dire, qui doit tout 
savoir, devient impossible, et la transformation de la société 
depuis trois siècles reste sans explication. C'est une erreur 
assez commune de ne voir danas la science que des résul- 
tats matériels, et de méconnaître son influence sur le 
développement moral des peuples'. 
•■ La plupart des écrivains, préoccupés de métaphysique, 
attribuent les progrès des sciences, dans lés temps modetv 
nés, aux spéculation^ dé Desoaartes et surtout de Bacon. 
Mais, avaat ces deux grands hommes, Un souffle fécond avait 
passé sur le monde -? et ils étaient portés par le flot d'une 
civilisation nouvelle, ébranjé par des causes profondes. 

Quelques philosophes de Téoole littéraire ont avancé 
que la théorie des lo^rbilloiis avait conduit Newton à, 
l'attraction^ qofî l'astronomie devait peut être plus à Des- 
cafrtesi qu'èi N^^ton, et que le chancelier Bacon était le 
pè,rp : de la philQaopbip:exipiérimeftt^le: Cette .double eirpeur 
historique, si géwépaiem^pt accréditée* estibien propre à 
nous montnep le danger que coui?t la philosophie, lorsqu'elle 
se .sép^ce.de la science. En.astrowmie, Newton relève de 
Kepler, de Galilée, de Huyghens, mois non du philosophe 
français,, lies. idée?, vagues, factices, chimériques de Des- 
carf&fL, ^quj, m simulent un systèn&ei que parce qu'elles 
tourbillonnent #veç> quelque régularité, n'ont, rien, de 
Gommiîft ^Yep.igL^cieAce précise. de Newtoa, fondée sur 
l'Q^eryaltipo,, ét^Wiç par, la géométrie 49. plus rigoureuse, 
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et vérifiée parJes faits. « Entre Descartes et Newton, a 
dit Biot, il y a un abîme en philosophie naturelle. » 

Toutefois, dans les mathématiques pures, Descartes a 
été véritablement le précurseur de Newton et de Leibnitz; 
la découverte de la géométrie analytique n'a précédé que 
de cinquante ans celle du calcul différentiel qui en était 
la conséquence nécessaire. 

Quant à Bacon, il n'a pas même imaginé l'induction 
fort bien décrite par Aristôte, et qui est fondée sur le 
besoin de formuler les lois de l'Ordre. Les savants, en 
allant du particulier à l'universel, ont toujours pratiqué 
l'induction sans lui, avant lui comme après lui ; et les 
physiciens n'ont pas attendu ses ordres pour observer la 
nature. Ce n'est d'ailleurs qu'une question de dates facile 
à résoudre. Le Novum orgarmm parut en 1620, dix-sept 
ans avant le discours de la méthode. Eh ! bien, dès le 
treizième siècle, des astronomes arabes, émules de Géber, 
d'Avicenne, d'Albatenius, construisaient les tables alphon- 
sines, analogues aux tables de présence tant préconisées ; 
le moine Roger Bacon décrivait les effets de la réfraction, 
du télescope, de la poudre à canon, et Arnaud de Ville- 
neuve donnait à la chimie l'alcool, l'essence de térében- 
thine, et plusieurs acides puissants. 

La découverte de l'imprimerie, l'usage de la boussole 
pour la circumnavigation du globe, la prise de Constantino- 
pie, la réforme, la renaissance, voilà les grandes causes 
du mouvement moderne qui allait renouveler la société. 

La scolastique était une machine gigantesque construite 
sur les données d' Aristôte, et qui tournait majestueuse- 
ment à vide sans produire de travail utile : Ramus, 
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Copernic, Galilée, Descartes et quelques autres, appelés au 
périlleux honneur d'aimer la vérité, brisèrent enfin cette 
machine si vénérée, au risque d'être écrasés sous ses 
ruines ; après avoir pensé creux pendant tant de siècles, 
on allait enfin penser les réalités de la nature. 

En 1528, Fernel mesure le globe terrestre que les 
navigateurs viennent d'explorer ; et vers 1543, Copernic 
expose le vrai système du monde, qui doit donner à la 
philosophie un point d'appui dans le Ciel. Ces découvertes 
en géographie et en astronomie, qui montraient l'isole- 
ment de la terre dans l'espace, et la réduisaient à l'impor- 
tance d'un petit globe tournant sur son axe, ont détruit 
plus d'une erreur dans la morale et dans la législation ; 
l'avènement des sciences a modifié en plusieurs points 
importants le droit civil et le droit criminel. Les spécula- 
tions scientifiques les plus abstraites ont avec les lois so- 
ciales des rapports réels, quelquefois méconnus, mais in- 
contestables ; les vérités de toute sorte se rencontrent 
dans l'atmosphère de la pensée où chacun les respire 
sans le vouloir, souvent même à son insu, le lettré comme 
l'ignorant ; l'esprit scientifique pénètre l'humanité tout 
entière qui parvient progressivement à une plus grande 
somme de raison, de justice, de dignité, et de bien-être. 

Tout se tient dans le développement général des so- % 
ciétés, comme dans celui de la science elle-même. 

Au seizième siècle, tandis que Télésio et Campanella 
qui ont, comme Cardan, déclaré la guerre au péripaté- 
tisme régnant, recommandent l'observation de la nature, 
« ce manuscrit de Dieu »; de grands naturalistes, Fallope, 
Vésale, Paré, Césalpin, Belleval, Sanctorius, Gilbert, 



— 16 — 

enrichissent la science d'importantes découvertes ; et 
pourtant, ils sont privés, comme les astronomes eux- 
mêmes, des ressources matérielles indispensables à d'au- 
tres progrès. La boussole avait dirigé les navigateurs vers 
l'Amérique ; bientôt le télescope et le microscope devaient 
permettre aux savants de scruter les infiniment grands et 
les infiniment petits de la création, et d'y découvrir de 
nouveaux mondes. 

A la fin du seizième siècle, on construit en Hollande 
des tables indiquant les variations de la déclinaison ma- 
gnétique, aperçue par Colomb. Vers cette époque, Galilée 
invente le thermomètre, et fait à Pise ses premières expé- 
riences sur la chute des graves, qui le conduisent au 
principe fondamental de la mécanique rationnelle. En 
1609, il construit sa lunette astronomique, au moyen de 
laquelle il va observer les Satellites de Jupiter, la rotation 
du soleil, les phases de Vénus, l'anneau de Saturne, et la 
libration de la lune ; reprenant alors les idées de Copernic, 
et appuyant son induction sur une base plus large, il 
pourra enfin établir l'exactitude du vrai système, en dé- 
pit de Riccioli, de Pascal, et de Bacon lui-même qui niait 
la rotation de la terre. Dès 1610, Galilée publie ses décou- 
vertes dans le Nuntius sidereus, ouvrage auquel Kepler 
donne une approbation publique. 

Avant 1620, Drebbel se servait du thermomètre et du 
microscope composé ; et Harvey, décrivant le mécanisme 
complet de la circulation du sang, prouvait aux sectateurs 
d'Aristote que le cœur était autre chose que l'organe du 
sens commun. 

Tandis qu'Antonio de Dominis donnait la théorie de 
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rare-en-ciel avant Descartes et Newton, que Sterâft fat* 
sait connaître le parallélogramme des forces, que Néper 
construisait les premières tables de logaritkme», et qu# 
Salomon de Caus démontrait la puissance de la vapeur, 
Kepler, interprétant les observation* de Tycha*-Rra|iéy. 
découvrait, par un effort suprême, les lois des mouvements, 
planétaires, l'inertie de la matière ou sa tendance au 
mouvement rectiligne uniforme,' et l'attraction variable 
avee la distance, principe où il entrevit rexpMcatkm des 
marées et des mouvements curvilignes. 

Tels sont les principaux traits de ce développement 
scientifique antérieur à Bacon, et qui devait se continuer 
sans lui et après lui. Les sciences ne relèvent que d'elles- 
mêmes, et non d'une philosophie qui aurait la prétention 
de les inspirer et de les diriger. Ce n'est pas que la met 
taphysique et la science n'aient aucun point eornsMUi; 
mais pendant que le métaphysicien recherche avec a»^ 
goisse l'origine des notions premières, le savant les appli- 
que avec sérénité sans les mettre en discussion, et saaa 
craindre qu'on ne l'accuse de faire de la logique sans 1m 
savoir. « La philosophie, a dit un géomètre philosophe, 
» règne sur les sciences, mais elle ne les gouverne pas. m 
C'est qu'en effet, cette divine aspiration vers, la vérité 
absolue n'est pas la base, mais plutôt le couronnement 
de l'édifice des connaissances humaines. 

Lorsqu'on lit aujourd'hui le Novmn wrganum, qui fit 
tant d'honneur à Bacon, on reste frappé d'étonnemoeat^ 
Son étrange classification des faits scientifiques, ses pré- 
tendues théories de la chaleur et du mouvement, et toot 
mk fatras seol astique, n'ont rien cfe tommma avec 1* 

2 
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véritable science ; ses vues sur la mécanique et l'astrono- 
mie sont en contradiction manifeste avec les inductions de 
Kepler et avec les découvertes de Galilée qui même lui 
paraissaient suspectes. On peut se demander ce qu'il y a 
de plus étonnant, ou qu'un homme étranger aux sciences 
mathématiques se soit imaginé avoir trouvé un procédé 
infaillible pour faire des découvertes dans les sciences, ou 
que, pendant plus de deax siècles, le prenant au sérieux, 
on lui ait voué une admiration presque universelle. On a 
singulièrement exagéré l'importance du chancelier d'An- 
gleterre ; il n'a été en réalité que la mouche du fabuliste 
bourdonnant autour du coche. Supprimez Bacon de l'his- 
toire, la logique y perdra à peine une page, et la véritable 
science n'y perdra aucune de ses conquêtes. Car il n'y a, 
quoiqu'en dise le baron de Vérulam, aucun instrument, 
aucun organe, aucune règle mécanique, pour arriver sans 
génie à la vérité. 

Descartes ramène tout à l'évidence, et il a raison ; mal- 
heureusement, l'évidence elle-même, qui est à la fois per- 
sonnelle et objective, est soumise au progrès ; elle est su- 
bordonnée à l'état des esprits et de la science ; il faut du 
temps pour apprendre à distinguer ce que l'on sait de ce 
que l'on ne sait pas. Ainsi, l'accélération des graves, évi- 
dente pour Galilée, ne l'était pas pour Descartes, qui la 
repoussait cpmme « apertement contraire aux lois de la 
nature ». De même, François Bacon et Pascal rejetaient le 
système de Copernic qui s'imposait irrésistiblement à la 
raison du géomètre italien. Faut-il s'étonner que le scepti- 
cisme ait régné si longtemps sur les esprits, lorsque de 
pareilles contradictions éclataient entre de si grands 
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hommes ? La science ne date que d'hier, mais on ne peut 
plus la nier ; elle brille comme le soleil, et il faut marcher 
quand même à la clarté qu'elle répand sur le monde. 



L'essai que nous offrons aux jeunes gens qui veulent 
s'initier rapidement aux premiers principes mathématiques 
de la philosophie naturelle, ne suppose d'autres connais- 
sances que celles de la géométrie plane, de l'algèbre élé- 
mentaire, et de la trigonométrie rectiligne. Après avoir 
établi les équations des sections coniques, d'après la 
méthode de Descartes, nous exposons le principe du calcul 
différentiel et intégral inventé par Leibnitz et par Newton, 
puis nous appliquons les premières règles de ce calcul 
aux lois de la pesanteur découvertes par Galilée, ce qui 
nous permet de montrer que l'analyse infinitésimale est 
un puissant prQcédé d'investigation ; le lecteur qui serait 
forcé de se borner à l'étude de cette première partie, ne 
serait déjà plus étranger à la philosophie des hautes ma- 
thématiques ; c'est surtout cette considération qui nous a 
fait choisir le plan que nous avons suivi. 

Dans la seconde partie, après avoir rappelé la mesure 
et la composition des forces, nous établissons les équations 
générales du mouvement curviligne ; et nous étudions le 
mouvement des projectiles dans le vide. Enfin, en introdui- 
sant les lois de Kepler dans ces équations, nous démontrons 
par la méthode analytique que nous avons communiquée 
à l'Institut le 3 août 1868, le principe de l'attraction uni- 
verselle qui, depuis Newton, sert de base à l'astronomie. 
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Les considérations cftii précèdent* rapprochées de la table 
des matières, feront apercevoir le caractère philosophique 
de ce travail ; et, si l'on rend justice à la pensée qui nous a 
porté à l'entreprendre, le succès ne pourra lui manquer; 
les maîtres de la science voudront bien l'accueillir comme 
un hommage; et leurs admirateurs y chercheront quelques- 
unea des Vues élevées du Livre des Principes et de la Mé- 
canique céleste. Il y a un abîme entre ces immortels 
ouvrages et la science restreinte du bachelier ; l'idée nous 
est venue de jeter un pont sur cet abîme, et d'inviter les 
jeunes philosophes à le passer. Ce n'est pas toujours sans 
danger que l'on dédaigne les sciences exactes. Dugald- 
Stewart reprend Condorcet qui place le calcul à côté de 
l'observation et de l'expérience lorsqu'il s'agit de décou- 
vrir les secrets de la nature : si le philosophe écossais 
avait pu 4ire le Livre des Principes, il aurait compris la 
pensée de Condorcet. Bernardin de Saint-Pierre, qui avait 
attaqué avec une incroyable témérité des théories solide- 
ment établies, s'étonnait que l'Académie des sciences ne 
lui répondît pas : « Apprenez le calcul différentiel, lui dît 
un jour Napoléon, et vous vous répondrez à vous-même », 

Quant aux philosophes qui demandent encore à la mé- 
taphysique pure l'explication de l'univers, ils ressemblent 
assez aux mécaniciens qui cherchent le mouvement per- 
pétuel ; il est difficile de les réfuter avec succès, les uns 
et les autres ; il vaut mieux se contenter de leur dire : 
« apprenez les sciences exactes, et vous vous répondrez à 
vous-mêmes ». 
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MATHÉMATIQUES SUPËRI0JBES. 



CHAPITRE I ep . 
Notions de Géométrie analytique. 

!.. L'application de l'algèbre à la géométrie comprend 
deu* méthodes bien distinctes ; celle de Vièje qui a pour 
objet la résolution des problèmes détermiités, et celle de 
Descartes qui consiste dans l'étude des lieux géométriques 
au moyen de l'analyse indéterminée. 

Par exemple on emploie la première de ces méthodes, 
lorsque Ton veut partager une droite en moyenne et 
extrême raison. L'équation du problème est 

a x 



X drr-jX 

dans laquelle a représente la longueur de cette droite, et 
x son plus grand segment. On déduit de cette proportion 
Féquation suivante : 

a 2 = x (a + x). 

Le problème revient à construire un rectangle équiyçi- 
Jtept à un çawté <fknmé, ,et dont ,las ^imeosioi^.jai^itiaitre 
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elles une différence égale au côté de ce carré. Sans résoudre 
l'équation, on voit que si la droite a est tangente à un 
cercle dont le diamètre est égal à cette droite, l'inconnue 
est représentée par la partie extérieure de la sécante 
menée par le centre ; c'est la construction développée dans 
les traités de géométrie. Mais si Ton veut calculer la va- 
leur numérique de l'inconnue, il convient de résoudre 
l'équation qui est du second degré, et alors la formule 
conduit sans difficulté à la même construction graphique. 
Cet exemple suffit pour donner une idée de la méthode 
de Viète dont l'objet était de déterminer soit par le calcul 
soit par le dessin graphique, les éléments inconnus d'une 
figure d'après des données suffisantes. Mais cette analyse 
n'était pas encore la géométrie analytique, ou l'application 
de l'algèbre à la théorie des courbes, au moyen de la- 
quelle Descartes renouvela la science mathématique. 

2. Une équation a deux inconnues, telle que x y = a % 
admet une infinité de solutions. En effet, si on la résout 
par rapport à y, on obtient 

a* 

et si l'on donne à x une valeur quelconque, entière ou 
fractionnaire, positive ou négative, on obtient pour y une 
valeur correspondante. Ainsi, lorsque x varie d'une ma- 
nière arbitraire, y varie en même temps suivant une loi 
exprimée par l'équation. Dans cette hypothèse, x est une 
variable indépendante, et y une variable dépendante 
dex. 
En général, lorsqu'une quantité y dépend d'une autrç 
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quantité x suivant une loi exprimée ou non par l'algèbre, 
on dit que y est une fonction de x ; ce que Ton indique 
par le symbole y = F (x). 

Dans l'équation x y = a 2 , si la variable x représente 
le volume d'une masse de gaz à une température con- 
stante, sa fonction y représente la force élastique de ce 
gaz qui varie en raison inverse de son volume, suivant la 
loi de Mario tte. 

Fermât et Descartes, regardés comme les inventeurs 
de la géométrie analytique, ont montré comment la loi 
exprimée par une équation à deux variables, peut être 
figurée par une courbe ; et réciproquement, comment une 
courbe ou lieu géométrique peut être représentée par une 
équation indéterminée 

F (x, y) = o. 

Prenons pour exemple la circonférence du cercle. 

Menons par le centre deux 
, axes rectangulaires x x* et 
y y* ; puis d'un point quel- 
conque M, abaissons sur 
l'axe des x la perpendicu- 
laire M P ; le point M sera 
déterminé par l'abscisse O P 
et par l'ordonnée M P ; on 
les appelle encore ensemble 
les coordonnées du point M. 
Ces éléments sont analogues à la longitude et à la latitude 
géographiques imaginées par Hipparque, dix-huit siècles 
avant l'application de l'algèbre à la théorie des courbes. 
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B&égffens l'abscisse variable par x, et son ordonnée par 
y, on aura pour la cercle de rayon R, l'équatio» 

^2 + #2 = R2 

on en tire 



y = ± \/W- a 2 . 

tfaoutons cette formule. 

Pour cd =s o, y = ± R, ce qui donne les pointe B et B\ 
Bi 4? augmente, y diminue en valeur absolue, et pour 
CC as R, y = o, ce qui donne le point A. Si Ton faisait 
croître a au-delà de + R, y deviendrait imaginaire. Mais 
on peut prendre pour œ toute valeur comprise entre o et 
— R ; car son carré restera positif, et y passera par les 
mômes valeurs absolues que précédemment de manière à 
produire l'autre demi-circonférence B A' B\ En résumé, 
ai œ varie d'une manière continue, c'est-à-dire, en rece- 
vant des accroissements aussi voisins de zéro qa % cm vou- 
dra, depuis «- R jusqu'à zéro, et depuis zéro jusqu'à + R, 
y variera d'une manière continue depuis zéro jusqu'à ± R, 
•et (depuis ces dernières valeurs jusqu'à zéro, de manière 
A engendrer tous les points de la circonférence. 

Les variables x et y reçoivent des accroissements qui, 
mms <ôtne jamais tiiils, peuvent être conçus comme moin- 
-fltos que toute quantité donnée ; les infiniment petits in- 
terviennent donc dans la géométrie analytique, mais sans 
ij être soumis au calcul ; la détermination des limites dont 
stopprochent indéfiniment leurs rapports et leurs sommes, 
appartient au calcul différentiel et intégral qui est le 
complément nécessaire de l'application de l'algèbre à te 
'Çétométrie< 



— 25 — 



De la Ligne droite. 







on 



3. Considérons une droite A M, qui passe par l'origine 
des coordpnnées. Admettons que pour la déterminer pir 

le point M 1 , on ait donné à ce 
point une abscisse A P* égale 
à 4* et une ordonnée P' M* 
égale à 5. Les triangles sem- 
blables A M P et A M' P' nous 
montrent que le rapport de 
toute ordonnée M P à son abs- 
cisse A P sera égal à 

aura donc y = -|- x pour l'équation de la droite ; elle eat 
de la forme 

y = a x. 

Si Ton prend A N égale à 3, et si par le point M on 
mène une parallèle à M A, toutes ses ordonnées seront 
égales à celles de la première augmentées de 3. :Son équa- 
tion sera donc y = -|- x + 3. 

En général l'équation d'une droite peut être .mise sous 
la forme y = a x + b, en désignant par y celle des coor- 
données dont le coefficient n'est pas nul dans l'équation 
A y + B# = C. 

4. Dans Féquation de la droite A M ou de sa parallèle 

M P 

N 1^, Je coefficient —- représente le rapport . p qui est 

égal à la tangente de l'angle formé par la droite ?ivçç l'çuœ 
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des x. Il en sera de même en général de la constante a> 
nommée coefficient angulaire. 
5. Etant données deux droites par leurs équations 



y = ax + J, 




y = a' x + y, 

on trouve aisément l'angle qu'el- 
les forment entre elles. Pour cela 
on imagine deux droites A et 
B parallèles aux premières et 
passant par l'origine; la trigo- 
nométrie donne : 



tang. A B = 



a 1 



a 



1 + cl a 1 " 

Lorsque les droites sont perpendiculaires, la tangente 
de l'angle A B est infinie, ce qui donne : 

1 -{- a a" = o, ou bien a" = — . 

6. Cherchons l'équation d'une droite passant par un 
point donné (x\ y"). L'équation y = ax + i sera satis- 
faite par les coordonnées du point, et l'on aura 

. y' = aaf + b. 

En retranchant cette équation de la première, il vient : 

0) y — y" — a (a — #') 

Le coefficient angulaire reste arbitraire ; on peut en 
effet orienter la droite comme on voudra. Si la droite doit, 
passer par un second point (x", y"), l'équation (*) sera 
satisfaite par ces nouvelles coordonnées, ce qui donnera 

y" -tf = a (#" - x") 
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et par suite 



X — X 



L'équation de la droite passant par deux points donnés 
sera donc 



<») 



.'i 



* -*' =■£=£*-<*- «o 




On arrive encore à ce résul- 
tat par la géométrie. Soient 
A et B les points donnés, et M 
un point quelconque de la 
droite. Menons les ordonnées 
des trois points, et supposons 
que B E et A F soient paral- 
lèles à Taxe des abscisses. Les 
triangles semblables A M F, et B A E donnent 

y — y\ x — œ> 

y' — y" ~ x r —x" 
ou bien l'équation ( 2 ). 

Les deux points A et B par où passe la droite, peuvent 
appartenir à une courbe, alors la droite est une sécante, 

et le coefficient angulaire -^ ^ est la tangente de 

l'angle A R x qu'elle forme 
avec l'axe des x. Si le point B 
se rapproche du point A en 
restant sur la courbe, le coef- 
ficient angulaire tend vers une 
limite dépendant de l'équation 
dç la courbe, et qui fait connaî- 
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tre la tangente à cette courbe au point A (af, y*). Nous 
verrons (18) comment le problème des tangentes a con- 
duit les géomètres au calcul différentiel. 

8. Cherchons le point d'intersection de <Jeux droites 
données par leurs équations 



3 




y=-f #+H, y=~^x+ 6. 

Les coordonnées du point M demandé doivent satisfaire 
à la fois aux deux équations ; il suffit de les résoudre. On 

trouve 

^ = 2 --f-,et/=3+JL. 

On peut vérifier ce résul- 
tat par le dessin graphique. 
Si dans la première équation on 
pose .#= o,ion ay 5=0À5= s, 
B m ce qui donne le point où la 
droite -coupe Taxe y. Si en- 
suite on y fait y = o, on trouve x = — 3 = J3. <Qm .dé- 
termine de même les points C et D où l'autre droite coupe 
les axes. Los coordonnées MP et P doivent être tég^tes 
aux nombres donnés par le calcul numérique. 

9. Les équations générales du premier degré à deux 
inconnues peuvent être mises sous la forme , 

y = a x + b y y — a'x + V 

lorsque les coefficients de y ne sont pas nuls. 

t * i V — l . aV — ba? A 

Les formules x = 7 et y = ; — , don- 

a — a * a — a' 

nmt tes coordonnées du point d'intersection des deux 
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droites qu'elles représentent ; aussi la discussion de ces 

formules a-t^elle une signification géométrique. 

1° Si le dénominateur commun est nul, on a ici a = a\ 

~ „ *' — b A aV — la? 

cTou x = , et y = . 

o ' * o 

Les droites ne se rencontrent pas ; et en effet l'hypo- 
thèse a = #' indique leur parallélisme. D'ailleurs les équa- 
tions sont incompatibles. 

2° Si à l'hypothèse précédente on joint i = i\ les deux 

formulent donnent — ; les deux équations se réduisent à 

une seule, qui est indéterminée ; on a deux droites iden- 
tiques qui se rencontrent en tous leurs points. 

3° Si l'on suppose a = o, et <f = o, on a y = #, y = b% 
équations incompatibles ; les deux droites sont parallèles 
à l'axe o x, et n'ont aucun point commun. 

En général, résoudre le système de deux équations à 
deux inconnues, c'est chercher les points communs aux 
deux courbes qu'elles représentent. On trouverait aisé- 
ment, par exemple, l'intersection du cercle et de la droite 
donnés par les équations 

x 2 + y* — R 2 , et y =s x. 



De l'Ellipse. 

10. L'ellipse est une courbe plane telle que la somme 
des rayons vecteurs, c'est-à-dire, des distances de chacun 
de ses points à deux points fixes appelés foyers, est une» 
quantité constante que nous représenterons par 2 a. 
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La distance F F' des 
foyers est égale au 
double de l'excentri- 
cité F représentée 
& par k. Menons Taxe 
des x par les foyers, 
et Taxe des y par le mi- 
lieu de FF'. On aura 
FM + F'M=2«, 
pour un point quelconque de la courbe. On satisfera 
à cette condition en posant F' M = a + z, et F M = a — z. 
Les triangles rectangles M P F' et M P F donnent : 

(i) (a + z)* = {x + ty + i/* 

(a — zf = (x — kf + y 2 . 
Par soustraction et réduction on a 

a z== kx 
kx 



ou 



z = 



a 



ce qui donne pour les rayons vecteurs 

kx 



F M = a + 



FM = a — 



kx 



a ' a 

En substituant la valeur de z dans la première des équa- 
tions (*), on obtient: 

hpjt = (* + 0)2 + y* 

.d'où Ton tire aisément 



(• 



+ 



a 2 f + (a 2 —&)& = (? (a 2 — A 2 ) ; 
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et si Ton pose a 2 — k* = b 2 , l'équation de l'ellipse devient 
enfin 

a 2 y2 + ip œ * = a 1 V* 
d'où 

b 



y = ± — i/a? — # 2 . 

En discutant cette formule comme celle du cercle, on re- 
connaît la forme de la courbe. 

Pour x = 0, y = ± b ; on obtient les extrémités B et B' 
du petit axe. Si x augmente, y diminue ; lorsque x atteint 
sa limite a, y devient nul, ce qui détermine le point A, à 
l'extrémité du grand axe. Si Ton donne à x des valeurs 
négatives, son carré reste positif, et y repasse par les 
mêmes états de grandeur. 

Lorsque les axes sont égaux, on a b = #, et par suite 

#2 + y2 = a 2 9 

équation d'un cercle dont le rayon est a. 
Le rapport de l'ordonnée M P de l'ellipse à l'ordonnée 

N P de ce cercle est constant et égal à — ; ce qui per-. 

met de trouver différents points de la courbe. 

Si l'on place l'origine au foyer en prenant pour axe des 
ordonnées la perpendiculaire F y 9 , il faut poser x = A + af 9 
en désignant par #' la nouvelle abscisse F P. L'équation 
de l'ellipse est alors 

a 2 tf* + b 2 (x' + kf = a*b*, 

et l'expression du rayon vecteur F M devient 

b* — hx 9 

a 



De la Parabole. 



il. La parabole est une courbe plane telle que chacun 
de ses points est également éloigné d'un point fixe appelé 
foyer et d'une droite appe- 
lée directrice. 

Soit B Q la directrice, et 
F le foyer. Le milieu A. de 
leur distance p est sur la 
courbe. Prenons ce point 
pour l'origine des coordon- 
nées rectangulaires, et A F 
pour la direction de l'axe 
des abscisses. On aura 



1 V- .. 

4 


K\T t te 



M Q = 4" + ». et M F = \/f + (a; - \f 
Si on égale les carrés de ces deux valeurs, on obtient 

Telle est l'équation de la parabole rapportée à son axe 
et à son sommet. On en tire 

y = ± i/ap x. 

La courbe iest symétrique par rapport à son axe, ce 
que montre le double signe. L'abscisse n'admet pas de 
valeurs négatives, mais peu! croître de zéro jusqu'à l'in- 
fini positif, et alors y varie de zéro à ± l'infini, de sorte 
que la courbe est illimitée. 

Si l'on place l'origine au foyer, en prenant pour axe 
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des coordonnées la perpendiculaire F y\ il faut poser 
x = JL + œ\ en désignant par x 1 la nouvelle abscisse 

m 

F P. L'équation de la parabole devient 



De l'Hyperbole. 

12. L'hyperbole est une courbe telle, que la différence 
des distances de chacun de ses points à deux points fixes 
appelés foyers est constante. 

Représentons par 2 k 
la distance des foyers sup- 
posée plus grande que la 
différence 2 a des rayons 
vecteurs, de sorte que l'on 
ait & — a? = b*. En po- 
sant F' M = z + a, et 
F M = z — a, on trouve 
aisément par la méthode 

du n° 10 l'équation de la 
courbe 

a 2 y* — b*a? = — a 2 P. 

On voit que l'équation de l'hyperbole ne diffère de celle 
de l'ellipse que par le signe de ô 2 . 
Considérons la différence M N -qui existe entre l'ordon- 

née d'une droite N ayant pour équation y — — #, et 

Cv 

celle de l'hyberbole. On aura 
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Si Ton multiplie et si Ton divise cette expression par 

x + tf& — a % , on obient 

al 



MN = 



x + [/x* — (fi 

et si Ton fait croître x au-delà de toute limite, M N est 
une fonction qui tend vers zéro ; la courbe se rapproche 
donc indéfiniment de la droite N qui est dite asymptote. 
L'hyperbole a deux asymptotes N et N', également 
inclinées sur l'axe A A\ 

En général si l'on désigne par V, une fonction de x 
qui représente M N, et qui devient nulle pour x = oo , 
l'équation d'une courbe donnée ayant pour asymptote la 
droite y = c x + d, pourra se mettre sous la forme 

y = cx + d + Y. 



On en tire 



x x 



et d = y — cx — Y. 

Si alors on fait tendre x vers l'infini, on aura 

c = limite de -^L, et d = limite de (y — ex). 

Cette méthode est due à Cauchy. 
La courbe donnée par la formule 

x* — x + 1 



y = 



x 

a pour .asymptote les droites # = o, ety = x — 4. 
On peut encore les trouver par une méthode élémen- 
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taire. On élimine y entre l'équation de la courbe et celle 
de la droite y = cœ + d, ce qui donne une équation du 
second degré en x ; on exprime d'abord que ses racines 
sont égales, ou que l'intersection est un point unique, et 
ensuite que pour ce point la valeur de œ est infinie ; les 
équations de condition font connaître c et d. 

Les asymptotes d'une courbe, et les points où l'ordonnée 
est maximum ou minimum servent a indiquer la forme 
générale de la courbe. 

13. Les équations du cercle, de l'ellipse, de la para- 
bole et de l'hyperbole, sont des cas particuliers de l'équa- 
tion générale du second degré à deux variables 

Ay* + Bxy + Cx* + T)y + Ex + F = o. 

D'ailleurs ces courbes sont identiques avec les sections 
coniques engendrées par un plan qui coupe la surface 
d'un cône sous diverses inclinaisons. 

Menons par l'axe d'un double cône droit un plan, qui 
coupe la surface conique suivant deux génératrices oppo- 
sées. Par un point pris sur l'une de ces droites, menons 
ensuite un plan perpendiculaire à l'axe du cône ; la sec- 
tion déterminée est alors un cercle. Si l'on fait tourner le 
plan sécant, la section est une ellipse plus ou moins allon- 
gée; lorsque le plan devient parallèle à l'autre généra- 
trice, la section est une parabole. Enfin si le plan ren- 
contre l'autre nappe du cône en un certain point de la 
deuxième génératrice, la courbe a deux branches égales 
sur les deux cônes opposés ; c'est une hyperbole. Ces ré- 
sultats sont démontrés dans les traités de géométrie ana- 
lytique. 
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Los géomètres de l'École d'Alexandrie, qui étudiaient 
les coniques par curiosité, étaient loin de pressentir les 
brillantes applications qu'on en ferait un jour au mouve- 
ment des corps. Au commencement du dix-septième siècle, 
Kepler reconnut que l'ellipse était l'orbite décrite par les 
planètes autour du soleil, et Galilée fit voir que la trajec- 
toire des projectiles dans le vide serait une parabole. 
Doscartcs le premier représenta ces courbes par des équa- 
tion algébriques du second degré à deux variables. Après 
la découverte du calcul différentiel par Leibnitz et par 
Newton, et colle de la pesanteur universelle par ce der- 
nier, les géomètres démontrèrent au moyen de l'analyse 
infinitésimale que la loi de l'attraction suppose le mouve- 
ment des corps célestes dans l'une quelconque des sec- 
tions coniques, comme Newton lui-même l'avait établi par 
la synthèse dans le fameux livre des Principes mathéma- 
tiques de la Philosophie naturelle. 



CHAPITRE II. 



Principes du Calcul infinitésimal. 

14. Les fonctions algébriques sont celles dans lesquel- 
les la variable indépendante n'e&t soumise qu'aux six 
opérations de l'arithmétique. Les autres fonctions expli- 
cites, telles que y = a x ,y = log. x, y = sin. x etc., sont 
dites transcendantes. 

Une variable ou une fonction est continue, lorsqu'elle 
ne peut aller d'une valeur à une autre sans passer par 
toutes les valeurs intermédiaires (n° 2) ; elle reçoit une 
série d'accroissements susceptibles d'être conçus comme 
plus petits que toute quantité donnée, et que pour cette 
raison on appelle infiniment petits. 

En réalité, les quantités dites infiniment petites, sont 
plutôt indéfiniment décroissantes vers zéro, sine limite 
decrescentia, comme dit Newton. A la lettre, la quantité 
infiniment petite serait indivisible, ou même nulle, et ne 
serait plus une grandeur ; mais il est bon d'écarter des 
mathématiques cette dangereuse conception qui prend 
naissance dans la notion de continuité, si l'on ne veut pas 
se heurter contre une difficulté métaphysique qui leur en- 
lèverait leur clarté et leur évidence. Rour nous, la quan- 
tité infiniment petite est essentiellement différente de 
zéro. 
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Lorsque deux fonctions sont constamment égales pour 
toutes les valeurs de la variable indépendante, si Tune 
d'elle tend vers une limite fixe dont elle diffère d'une 
quantité susceptible d'être plus petite que toute grandeur 
assignable, l'autre fonction tend vers la même limite ; par 
conséquent si les deux fonctions tendent vers deux limites 
fixes, ces limites sont égales. 

Au reste, on peut insister sur ce principe de la manière 
suivante : 

Supposons que l'on ait les équations 

u = A ± «, = B±p 

dans lesquelles A et B sont des quantités fixes, et « et p 
des quantités infiniment petites, c'est-à-dire aussi voisines 
de zéro qu'on voudra sans pouvoir être nulles. Je dis que 
les deux variables u et v, qui ont des limites différentes 
A et B, sont inégales. En effet, on a par soustraction 

u — v= A — B ± a + p. 

Or la quantité ± « zt p est infiniment petite, puisque 
a et p ont pour limite zéro ; donc la différence u — v a 
pour limite la quantité fixe A — B. Les deux variables 
u et v sont donc inégales dans le voisinage de leurs limi- 
tes. Il résulte de là que si deux variables sont constam- 
ment égales, elles ne tendent jamais vers des limites dif- 
férentes. Ainsi l'égalité A zfc a = B ± p, se partage en 
deux autres 

A=B, <x = p. 
Ecrire la première A = B, c'est passer à la limite, 




— 39 — 



expression souvent employée et dont le sens rigoureux est 
celui que nous venons de fixer. 

Les quantités finies et les quantités infiniment petites 
sont donc irréductibles entre elles, comme le sont les 
grandeurs rationnelles et les racines incommensurables ; 
ou encore, comme les quantités réelles et les termes ima- 
ginaires. Les égalités 

A + a = B + p 

a + \/T= a' + /& 

a + b jA^T = a' + V /=T 

sont de véritables identités ; dans ce sens, le principe 

d'identité est la base sur laquelle repose toute la science 

mathématique. 
La méthode des limites, dont nous venons de donner le 

premier principe, est le passage naturel du commensura- 

ble à l 1 incommensurable. 

Supposons par exemple 
que la parallèle B D à la 
base C E d'un triangle, par- 
tage les côtés en segments 
incommensurables. Si l'on 
divise exactement A B en m 
parties égales, et que B G' 

et B C" contiennent n et n + 1 de ces parties, en menant 

les parallèles C E' et C" E" à la base C E, on aura la 

proportion 

BC DE' 




BA 



DA 
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Or on peut écrire 

BC , <BC<BC" 

et par suite 

BC . BC . BC" 



BA ^BA ^ B A ' 

Le troisième rapport surpasse le premier de ■—- qui a 

pour limite zéro, à mesure que m s'accroit indéfiniment. 

B C 
Donc l'expression R . qui jusqu'ici n'avait pas de sens, 

B C 1 
se présente comme la limite du rapport variable R . , qui 

n'en diffère que d'un infiniment petit. On verrait de même 

que n A est la limite du rapport variable ~ . . Or ces 

deux rapports sont constamment égaux si grand que soit 
le nombre m des divisions ; donc leurs limites sont égales ; 

BC DE 
d0nC "BA = DA* 

Le dédoublement de l'égalité A + « = B + p pourrait 
nous suffire; mais nous allons en tirer un second théo- 
rème qui abrégera le raisonnement dans les applications 
particulières. 

Une relation quelconque entre deux variables x et y, 
peut toujours être mise sous la forme 

f (*,?) = />, y)- 

Supposons que ces variables aient pour limites respecti- 
ves les quantités fixes a et b, qu'elles ne peuvent atteindre 
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Or on peut écrire 

B C < B C < B C" 

et par suite 

BC BC BC" 

BA < BA < B A - 

Le troisième rapport surpasse le premier de -^- qui a 

pour limite zéro, à mesure que m s'accroit indéfiniment. 

B G 
Donc l'expression R . qui jusqu'ici n'avait pas de sens, 

B C" 
se présente comme la limite du rapport variable R . , qui 

n'en diffère que d'un infiniment petit. On verrait de môme 

que n A est la limite du rapport variable n . . Or ces 

deux rapports sont constamment égaux si grand que soit 
le nombre m des divisions ; donc leurs limites sont égales ; 

BC DE 
d0nC IX = DA* 

Le dédoublement de l'égalité A + « = B + p pourrait 
nous suffire; mais nous allons en tirer un second théo- 
rème qui abrégera le raisonnement dans les applications 
particulières. 

Une relation quelconque entre deux variables x et y, 
peut toujours être mise sous la forme 

Supposons que ces variables aient pour limites respecti- 
ves les quantités fixes a et b, qu'elles ne peuvent atteindre 



u 

J 
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Or on peut écrire 

BC , <BC<BC" 

et par suite 

BC . BC . BC" 



BA ^ BA ^ B A ' 

Le troisième rapport surpasse le premier de -^- qui a 

pour limite zéro, à mesure que m s'accroit indéfiniment. 

B G 
Donc l'expression p A qui jusqu'ici n'avait pas de sens, 

B C' 
se présente comme la limite du rapport variable R . , qui 

n'en diffère que d'un infiniment petit. On verrait de même 

que -rr-r- est la limite du rapport variable -frr • Or ces 

deux rapports sont constamment égaux si grand que soit 

le nombre m des divisions ; donc leurs limites sont égales ; 

BG DE 
donc _- = — . 

Le dédoublement de l'égalité A + « = B + p pourrait 
nous suffire; mais nous allons en tirer un second théo- 
rème qui abrégera le raisonnement dans les applications 
particulières. 

Une relation quelconque entre deux variables x et y, 
peut toujours être mise sous la forme 

Supposons que ces variables aient pour limites respecti- 
ves les quantités fixes a et J, qu'elles ne peuvent atteindre 
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en vertu de la loi même de leur génération. Par hypothèse, 
on peut écrire : 

F (a + A, b + A) = f(a + A, b + A). 

Si les deux fonctions sont continues, c'est-à-dire, si elles 
reçoivent des accroissements « et P infiniment petits lors- 
que les variables elles-mêmes varient de quantités infini- 
ment petites A et A, positives ou négatives, on aura : 

F (a + A, b + A) = F (a, b) + a 
f(a + A,b + A) = f(a,b) + p 

et par suite 

F (a, b) + * = f(a, t) + f. 
En passant aux limites, on aura : 

F (M) = /•(«,»)• 

La relation qui avait lieu entre les variables x et y, sub- 
sistera donc entre leurs limites. 

Dans l'application de cette méthode, on établit d'abord 
l'équation qui existe entre les quantités variables ; ensuite, 
on s'assure des véritables limites dont elles s'approchent 
indéfiniment ; et enfin on formule la relation qui subsiste 
entre les limites fixes. C'est ainsi que dans la géométrie, 
la relation démontrée entre la surface, le contour, et l'apo- 
thème d'un polygone régulier dont le nombre des côtés 
augmente indéfiniment, est encore vraie pour le cercle, 
la circonférence, et le rayon. 

15. Nous pouvons maintenant aborder le calcul diffé- 
rentiel. 
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Considérons la fonction y = ax 2 , qui est importante 
en mécanique, et qui représente une parabole. Désignons 
par y' la valeur qu'elle prend lorsque x reçoit un accrois- 
sement h } ou devient x + h. On aura 

tf = ax* +2axh + a h 2 

et par conséquent 

y' — y = 2axh + ah 2 . 

En divisant par A, on obtient : 

(*) ^ ~^ =2ff# + ah. 

C'est le rapport de l'accroissement de la fonction à celui 
de la variable, ou bien, le rapport de l'accroissement de 
l'ordonnée à celui de l'abscisse, ou encore, le coefficient 
angulaire d'une sécante M R (18). 

Le premier terme de ce rapport est une fonction de x 
qui est indépendante de h ; aussi, lorsque l'on fait dé- 
croître h vers zéro, ou généralement lorsque h tend vers 
zéro, le terme a h tend lui-même vers zéro, et le rapport 
s'approche indéfiniment de 2 a x qui en est la limite. 
Désignons cette limite par p pour une fonction quelcon- 
que; on aura 



limite de h = p 



Cela revient à formuler par induction le principe suivant : 

Lorsque l'accroissement de la variable indépendante 

tend vers zéro, le rapport de l'accroissement de la fonc- 
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tion supposée continue, à celui de la variable, tend vers 
une limite particulière à la fonction ; cette limite s'appelle 
la dérivée de cette fonction. 
Considérons encore la fonction 

y = sinus x. 

On a comme ci-dessus 

y" = sin (x + A) 

et par suite 

y' —y sin (x + h) — sin x 

h — h 

Sous cette forme le rapport des accroissements est in- 
déterminé pour h = o. Mais on peut transformer la dif- 
férence des sinus en un produit, ce qui donne : 

y" — y _ 2 cos \x + -y) sin (y) 



h ~ h 



ou bien 



sin A 



2 

Si maintenant on fait tendre h vers zéro, cos (x + A) 
tend vers cos x, et le rapport du sinus à son arc tend 

vers l'unité: on a donc : lim. ^ T = cos x. Ainsi la 

h 

dérivée du sinus d'un arc est égale au cosinus de cet arc. 

On verrait de même que la dérivée du cosinus d'un arc, 

est égale au sinus pris en signe contraire. 
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16. Lorsque Ton fait h = o, il n'y a plus de rapport 
déterminé ; le second membre de l'équation ( ! ) est alors 

la limite du rapport h qui existait auparavant. Aussi, 

passer à la limite, ce n'est pas faire h = o, c'est écrire 
l'équation qui a lieu entre les limites des quantités varia- 
bles (14). 

Le rapport h n'est pas égal à p ; mais on peut 

écrire : 

en désignant par H une quantité qui devient nulle en 
même temps que h. 

L'équation y' — y = ph + H h, nous montre que l'ac- 
croissement A y de la fonction se compose de deux parties ; 
la première jpA, que Leibnitz désigne par dy, se nomme 
différentielle. La fonction p est appelée par Lacroix coef- 
ficient différentiel. L'accroissement arbitraire h de la va- 
riable indépendante est représenté par dx ; on a donc 

dy 

Les quantités dx et dy restent indéterminées, mais 
leur rapport p ne Test pas. Ordinairement on suppose dx 
constant dans le calcul. Quant à dy, c'est une fonction de 
x qui varie en même temps que le rapport. 

Cette fonction jp, d'une forme précise dépendant de la 
forme de y 1 s'appelle aussi la dérivée de la fonction 
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y ±= F (œ) ; et Lagrange la désigné par F' (a?). On peut 
alors écrire : 

p (x + h) = F (x) + h F' (x) + H h. 

Lorsque x représente le temps, ou une quantité qui 
varie uniformément comme le temps, y est une quantité 
fluente, selon les idées de Newton, et sa dérivée est ap- 
pelée fluxion ; elle mesure la rapidité de l'écoulement ou 
de la variation de la fluente. 

17. Etant donnée une fonction y = F (x), le calcul dif- 
férentiel a pour objet de déterminer la dérivée ou le coef- 
ficient différentiel de cette fonction, ou bien encore d'en 
trouver la différentielle. 

Etudions par exemple la fonction 

y = C + ax + bx* + cx?. 

Donnons à x un accroissement h ; on aura 

f = C + a (x + h) + b {x + hf + c (x + hf 
et par suite 

(i) f — y = (a + 2bx + 3cx*)h + (b + 3cx)h*+ch 3 . 
Prenons le rapport des accroissements : 

( 2 ) y ~7 y =a + 2bx + 3cx* + (b + scx)h + ch* 
Si nous faisons tendre h vers zéro, nous aurons 

(3) J*3L = ii m . JÙlllL=a + 2bx + 3ca? 

ctx fl 

ou bien 

(*) d y = {a + 2 b x + 3 c x* ) d x. 
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Dans l'équation ( 1 ), l'accroissement de la fonction pré- 
sente trois termes ordonnés par rapport aux puissances 
de l'accroissement h de la variable. Si Ton divise le se- 
cond terme par le premier, ou le troisième par le second, 
chaque quotient contient encore h comme facteur, de sorte 
qu'il tendra vers zéro en même temps que h. On dit alors 
avec Leibnitz, que le premier terme est un infiniment 
petit du premier ordre, le second un infiniment petit du 
second ordre, et le troisième un infiniment petit du troi- 
sième ordre. 

Passer de l'équation (*) à l'équation ( 4 ), ou prendre 
la différentielle qui est un infiniment petit du premier 
ordre, c'est négliger dans (*) les infiniment petits des or- 
dres supérieurs. De même, passer de l'équation ( 2 ) à l'é- 
quation ( 3 ) ou prendre la dérivée qui est une quantité 
finie, revient à négliger les quantités infiniment petites ; 
c'est en cela que consiste la méthode des infiniment petits 
qui n'est alors qu'une traduction de la méthode des limi- 
tes à laquelle elle emprunte sa rigueur. 

Représentons par A y l'accroissement de la fonction y, 
ou son élément logique. Supposons que l'on ait 

ùky=ph + k 

p étant une quantité finie, et k une quantité telle, que le 

A 
rapport -r- devienne encore nul pour h = o. Je dis quej* 

sera la dérivée de y. En effet, on aura 

A y , % 
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et par suite, en passant aux limites 

dy 

ou bien 

dy = pdx. 

Cela revient à supprimer k, qui est du second ordre, à 

A 
côté deph qui est du premier; ou encore -r- , qui est du 

premier ordre, à côté de p qui par hypothèse est une 
quantité finie. Dans la pratique, on pourra désormais 
appliquer cette règle en toute sûreté, sans se croire obligé 
d'en répéter chaque fois la démonstration. 

Considérons par exemple la fonction y = ax m J dans la- 
quelle m est entier et positif. On aura 

y' = a (x + h) m . 

Sans connaître la formule du binôme de Newton qui don- 
nerait le développement complet de la puissance, on peut 
démontrer que Ton a 

(x + h) m = x™ + ina? n - i h + H 

la quantité H contenant h au moins à la seconde puissance 
dans chaque terme. En effet, si on multiplie cette expres- 
sion par (x + h), on trouve 

en désignant par H ' un ensemble de termes qui contien- 
nent encore h au moins au carré ; si donc cette forme de 
développement est vraie pour m> elle le sera pour m + i ; 
or, elle est vraie pour le cube, elle le sera donc pour la 
quatrième puissance, et ainsi de suite. 
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On aura donc 

by = a (maf n " x h + H). 

En supprimant tous les infiniment petits d'un ordre supé- 
rieur au premier, on a 

dy — d* ax m zz a*maf* — 1 dx. 

Si Ton fait m = 3, on a 

d*ax z = zaaPdx 

ce que Ton trouverait directement par la méthode des 
limites, à laquelle la méthode des infiniment petits est au 
fond parfaitement identique. 

18. Le calcul différentiel a une signification géométri- 
que. Barrow opérait implicitement une différentiation lors- 
que pour mener une tangente à une courbe, il cherchait 
le rapport de l'ordonnée du point considéré à la sous-tan- 
gente. 

Menons par un point fixe M 

de la courbe, une sécante MM'. 
Désignons par x et y, et par #' 
et y' les coordonnées des points 
M et M'. Le triangle différen- 
tiel MQM'va nous donner les 
propriétés de la courbe au point 
M. 

La tangente de l'angle MAP 
est la même que celle de Tan- 

M' 
gle M ' M Q ; elle est donc égale à M ^ , et par suite à 

■ L _ œ ; or elle est aussi égale à - A ^ p ; on aura donc 




— 49 — 

. * * 

* ,~* = y — . Si Ton suppose que le point M ' se 

rapproche du point M, à la limite, la droite P A sera 
remplacée par la sous-tangente P T ; on aura donc 



d'où 



PT lim ' x'-x dx ' 



PT = — #- 
dy 



dx 



Cette analyse conduit aux principes suivants : 
1° Le coefficient différentiel est la tangente trigonomé- 
trique de l'angle dont la tangente à la courbe est inclinée 
sur Taxe des x. Or toute fonction y = F (x) peut être 
représentée par une courbe ; donc toute fonction a une 
dérivée. 

D'après le N° 6, la tangente au point (x\ y\) d'une 
courbe sera donnée par l'équation 

y-y' = -|£-<*'-"'>i 

et d'après le N° 5, la normale, qui est perpendiculaire à 
la tangente au même point, aura pour équation 

, dx 9 , ,. 

y -y =--^r- (#-#'). 

2° L'accroissement N Q de l'ordonnée de la tangente 
représente la différentielle dy, qui est une fonction de x. 

3° La sous-tangente est égale à l'ordonnée du point de 
contact divisée par le coefficient différentiel. 

4 
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On voit que Barrow obtenait la sous-tangente au moyen 
du coefficient différentiel. Descartes trouva de son côté 
une méthode pour mener les tangentes aux courbes. La 
Méthode de wiaxirnis de Fermât était équivalente à une 
dérivation, comme nous le montrerons plus loin. Ces 
grands esprits étaient donc très-près du calcul différen- 
tiel. Leibnitz et Newton eurent seuls la gloire d'y arriver 
et d'en formuler les règles générales. 

19. Le calcul intégral est l'inverse du calcul différen- 
tiel. Etant donnée une fonction dérivée y = 2 ax, ou une 
différentielle y dx = 2 ax dx, l'intégration, que l'on in- 
dique par le signe / , consiste à remonter à la fonction pri- 
mitive A = ax 2 ; on écrit alors : 

À = f zaxdx = ax 2 + C. 

On ajoute une constante arbitraire au résultat ; car une 
quantité constante n'ayant ni différence, ni différentielle, 
si on différentie (15) les deux membres de l'équation pré- 
cédente, on a 

d* f laxdx = 2ax dx; 

et comme les signes d et / se détruisent, on retombe sur 
une identité. 
On trouvera de la même manière (17) : 

/ ax 2 dx = -2fL + c 

f aa!" dx = ?^"V + C 
J n + 1 

et 

f (a + tx + cx*)dx = ax + -~L + -££L + c. 
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En général, une fonction est l'intégrale d'une autre, 
lorsque différentiée elle reproduit la différentielle donnée. 
Ainsi, on peut écrire 

f f(x)dx = <t(x)+C 

si la fonction <p (x) a pour dérivée f (x). 

On détermine la constante par quelque particularité de 
la question. 

L'intégration est susceptible d'une interprétation géo- 
métrique. Soit une fonction y = f (x) représentée par une 
courbe E M D. Considérons l'aire indéfinie E B P M com- 
prise entre la courbe, 
r n Taxe des x, l'ordonnée 

fixe E B, et l'ordonnée 
mobile M P que nous sup- 
posons toujours crois- 
sante entre les limites 
E B et C D. Partageons 
B G en un grand nombre 
de parties égales à P P' 
__ qui est l'accroissement 
31 dx de l'abscisse. L'aire 
s'accroît du trapézoïde 



y 




" 




N 




w 










M 


R 




E 




















h ' 



M PP' M', 
écrire 



compris entre deux rectangles. On peut 



PP'XMP<MPP'M , <PP' XM'P' 



(x' — œ) y < A 1 — A < (#' — x) y* 



— S2 ~ 



ou encore 



A. — A « 

y < — ; < y 

* x — x * 

Si Ton fait tendre #' — x ou PP' vers zéro, y' tend 

A' — - A 

vers sa limite y, et il en est de même de — ; — ; or 

*' x — x ' 

dk 
ce rapport a d'ailleurs pour limite — ^ — , on aura donc 

dk _ 
dx ~* 

ou bien 

dk = ydx. 

Ainsi, la dérivée de l'aire est l'ordonnée de la courbe, 
et son élément différentiel est ydx = f (x) dx. En inté- 
grant, on a 

k= f f{x) dx +C. 

L'intégration revient donc à la quadrature d'une courbe ; 
puisque l'aire existe, l'intégrale de ydx pourra toujours 
s'obtenir soit exactement, soit par approximation. 

La représentation d'une fonction y = f (x) par l'ordon- 
née d'une courbe constitue la géométrie analytique ; la tan- 
gente à cette courbe s'obtient par le calcul différentiel, et 
sa quadrature par le calcul intégral. 

Supposons que l'intégrale soit une certaine fonction 
«p (#); on aura: 

A = ? (x) + C. 



— 53 — 

Si Ton fait commehcer l'aire à l'ordonnée E B, pour x = b 9 
il vient 

et par suite 

A = f (x) — ? (b). 

Si Ton termine cette aire à l'ordonnée D C, pour laquelle 
x = c, on aura pour l'aire définie Ai = E B G D : 

Le trapézoïde MPP'M', qui est Télçment logique de 
l'aire, surpasse le rectangte M P P' R qui en est l'élément 
différentiel, d'une quantité M RM' inférieure au rectangle 
MRM' N représenté par A x* A y ; par conséquent l'aire 
définie surpasse la somme des rectangles y A x, d'une quan- 
tité inférieure à la somme des petits rectangles A x • A y, 
de même base A x, et de hauteur variable A y ; la somme 
de ces rectangles du second ordre est égale au . rectangle 
K L G D ; ainsi l'excès, toujours positif, de l'aire définie sur 
la somme des rectangles y A x, a pour limite supérieure 
K L G D, ce qu'on exprime par les inégalités: 

o<A— 2yA#<DG.A# 

Or le rectangle K L D G deviendrait nul en même temps 
que A x ; donc l'aire est la limite de la somme des rectan- 
gles y A x ; on a donc 

Ai = 2 A A == limite de 2 y dx 
lorsque x varie d'une manière continue entre b et ç. 
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Fourier a représenté ce résultat de la manière suivante : 



Ai = I y dx. 





On a trouvé précédemment 

Ai =<p (c) — 9 (ï>) 
On en conclut : 

Cette formule exprime qu'une intégrale définie prise 
entre des limites données, est égale à la limite de la somme 
des valeurs infiniment petites de sa différentielle. 

Comparons Taire de l'ellipse à Taire du cercle construit 
sur son grand axe comme diamètre. Leurs éléments diffé- 
rentiels ayant même base dx, sont entre eux comme leurs 
ordonnées, c'estrà-dire, dans le rapport de b à a ; la somme 
des éléments différentiels de Tellipse sera donc à la somme 
des éléments différentiels du cercle dans ce même rapport; 
cette relation subsistera entre leurs limites respectives, 
qui sont les aires des deux courbes ; celle du cercle étant 
w a 2 9 celle de Tellipse sera 

it« 2 • — = * ab. 
a 

La démonstration peut encore prendre la forme suivante : 
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Si <f (x) désigne la fonction dont l'ordonnée du cercle 
est la dérivée, et Ai l'aire du cercle, on aura 

-±- = ? (a) — * (o) 

Comme — © (x) est la fonction dont l'ordonnée de Tel- 

lipse est la dérivée (24), si A2 représente Taire de cette 
courbe, on aura 

b 



= —(*(*)-? (<>)) 



et par suite 



b_ 
a 



Or Ai = w a 2 ; donc A 2 = * ab. 

21. Lorsque l'on sait trouver directement <p (#), on est 
dispensé de calculer la somme des éléments logiques de 
Taire, ou plutôt la limite de la somme de ses éléments dif- 
férentiels ; cette dernière méthode a été souvent employée 
par les géomètres avant Tinvention du calcul intégral qui 
se présente comme une sommation abrégée de quantités 
infiniment petites. Au reste, ces idées un peu abstraites 
vont s'éclaircir par des exemples. 

Soit y zz f (x) z=:2ax, équation de la droite O D. 

On aura pour Télément dé Taire 
EBP M, 

dk = y&x = 2 ax dx 
d'où, en intégrant; 

A = ax % + C. 
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Si Ton fait commencer Taire à l'ordonnée B E = 2 àb 
pour laquelle x zz b, on aura 

= àb 2 + G 

ce qui détermine la constante C = — a b 2 . L*expression 
de Taire indéfinie devient 

A = ax 2 — àb 2 . 

Si on termine Taire définie à l'ordonnée G D = 2 ac, 
pour laquelle x zz c, on aura 

A i= ac 2 -ab 2 =a{c+è){c-b)={ac+a^{c—i)=^^^'BG 

expression ordinaire de la surface du trapèze. 

Lorsque Taire commence à l'origine, on a pour le trian- 
gle MO P: 

A = ax 2 

La constante est nulle ; car pour x zz 0, A zz 0. 

Si dans l'équation y zzïax, x représente le temps, et 
y la vitesse d'un point matériel, Taire A zz ax 2 représente 
l'espace parcouru par ce point; nous retrouverons ces 
équations lorsque nous traiterons de la pesanteur. 

Considérons encore la courbe 
y zz ax 2 ; c'est une parabole 
dont Taxe se confond avec Taxe 
des ordonnées. 

Soit A Taire comprise entre 
Taxe ox, la courbe et Tonlon- 
née M P. En remontant direc- 
tement de la dérivée à la fonc- 
tion primitive (19), on aura par 
le calcul intégral 
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An § ax % dxzz — g— 

On n'ajoute pas de constante, parce que Ton fait A = o, 
pour x = o, ce qui donne C = o. 

On peut déterminer cette aire par un autre procédé, qui 
consiste à calculer la somme de ses éléments. 

Partageons P en un grand nombre de parties égales, 
et posons P = X\ — n h, égalité dans laquelle h est es- 
sentiellement différent de zéro. Désignons par S la somme 
des rectangles qui a pour limite cette aire définie. On aura 

S = h (ah* + 4 a h 2 + 9 a W + +n*ah 2 ) 

ou bien 

S = ah* (î + 4 + 9+ + *«) 

ou encore d'après l'algèbre 

S = aW • -|- • ^ * 3 

expression qu'on peut mettre sous la forme 
ah?n z A . 3 , î \__ a®i 3 /. , 3 



S = 



■if 



;6 






Si l'on fait tendre h indéfiniment vers zéro, ou si n aug- 
mente au-delà de toute limite, le premier membre tend 

vers A, et le second vers — § — ; or deux variables con- 
stamment égales ont des limites égales ; on a donc 

A) = — = — . 
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Le calcul intégral, qui conduit plus rapidement au même 
résultat, est bien dans ce sens une sommation abrégée 
d'éléments infiniment petits. 

L'aire du rectanele P M Q est éfirale à ax* : Faire OPM 
en est le tiers, de sorte que la parabole partage ce rec- 
tangle en deux parties qui sont dans le rapport de deux 
à un. 

Archimède, le plus grand géomètre de l'antiquité, a 
le premier obtenu la quadrature de la parabole. 

C'est ici le lieu de faire une remarque importante. Nous 
avons dit que dans le calcul précédent l'élément h était 
essentiellement différent de zéro : autrement une quantité 
finie serait une somme de quantités nulles ; erreur dans 
laquelle est tombé Cavalieri, qui formait la ligne d'une 
infinité de points indivisibles, la surface d'une infinité de 
lignes, et le volume, d'une infinité de surfaces. Newton 
opposait à cette hypothèse des indivisibles, la méthode des 
limites, aussi rapide, et plus rigoureuse, qui consiste selon 
lui, à considérer les limites dont s'approchent indéfini- 
ment les rapports ou les sommes des quantités qui décrois- 
sent sans limite, et que nous appelons quantités infiniment 
petites ; cette conception fut l'origine du calcul différen- 
tiel et du calcul intégral, nommés par Newton méthode 
directe, et méthode inverse des fluxions. 

Les applications géométriques qui précèdent peuvent 
faire concevoir l'importance du calcul différentiel et inté- 
gral. Nous allons maintenant exposer les règles fondamen- 
tales de ce calcul. Nous étudierons d'abord les fonctions 
de fonction, et les fonctions composées de fonctions quel- 
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conques au moyen des opérations de Tari thmé tique. Les 
règles générales que nous allons établir simplifient la re- 
cherche des dérivées dans les cas particuliers ; c'est même 
cette méthode abrégée, due à Leibnitz et à Newton, qui 
fait le caractère propre du calcul différentiel. 



CHAPITRE III. 

Premières règles du Calcul infinitésimal. 

22. Si deux fonctions u et v d'une même variable indé- 
pendante x sont égales pour toutes les valeurs de la va- 
riable, leurs différentielles sont égales. En effet, si l'on 
désigne par u' et v" les valeurs qu'elles prennent lorsque 
x devient x\ on aura iï -=z v\ et par suite 

u" — u v' — v 



x" — x x 3 — x 



Les deux membres de cette égalité doivent tendre vers 
des limites égales ; on aura donc 

du dv L , , 

— j — =r — ■? — , et au — av. 
dx dx ' 

La réciproque n'est pas vraie : car si du z=. dv, les fonc- 
tions u et v peuvent différer par une constante arbitraire 
(19). On a donc u •=. v + c. 



Fonction de fonction. 

23. Soit y = f(x), et x = <p (t). 
Si l'on pouvait toujours opérer la substitution, on aurait 

y = F (t), On veut calculer -^- = F' (t). 
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Supposons que les variables y, x et t, deviennent en 
même temps y\ #' et V ; on aura l'identité 

m. -y* — r - iï — y œ '~® 

w *' — * — x' — x v — t 

Si Tun des trois accroissements tend vers zéro, il en sera 
de même des autres, et ils seraient nuls en même temps. 
La relation (*) qui lie les rapports des accroissements sub- 
sistera entre leurs limites ; on aura donc 

Ainsi la dérivée de y par rapport à t, sera égale à la 
dérivée de y prise par rapport à x, multipliée par la dé- 
rivée de x prise par rapport à t. 

24. Si une fonction est égale à une autre multipliée par 
un facteur constant, les différentielles auront entre elles 
le même rapport. En effet, soit y = au, et par suite 
y 9 — au'] d'où y" — y — a (u' — u). En divisant par A, 
qui est l'accroissement de x, on a 

y 1 — y 



-^y / Vr — u \ 

h = a (-1— ) 



La limite du premier membre sera égale â celle du second, 
donc 

dv du , , 

--^- == a —t— , ou dy = a du. 
dx dx ' * 

Ainsi a du est la différentielle de au. 

adu — d • au 
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En intégrant les deux membres de cette égalité, on a 

/ a du — f • d • au — au — a f du. 

On peut donc faire sortir un facteur constant du signe / . 
Si donc on a : f du — f (x), on aura 

/ adu — a* f (x). 

25. La différentielle d'une somme de fonctions de œ s'ob- 
tient en prenant la différentielle de chaque terme sans 
changer les signes. 

Soit une fonction composée par l'addition de fonctions 
quelconques 

y = u + v — w. 
Lorsque x devient x + h, on a 

y' zzu' + v' — w' 
et par suite 

y" — y =z u' — u + v' — v — (w' — w) 

ou bien 

y' — y _ u 1 — u v' —v _ to" — ro 

h h h h 

En passant aux limites (14), on aura 



ou bien 



dy _ du dv _ dro 
dx ~ dx dx dx 



j du , , dv , dn> , 

dy = —5 — dx H — 3 — dx -*— dx. 

* dx dx dx 
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Réciproquement, pour intégrer une somme, on intégrera 
chacune des parties sans changer les signes, et on ajou- 
tera une constante arbitraire au résultat. 
Soit 

dy=.du + dv — dro 
on aura 

/ dyzny — f du + f dv — f dro + C; 

car cette équation revient à 

y = u + v — w + C, 

et en la différentianl on reproduit bien l'équation diffé- 
rentielle donnée. 

Les règles qu'on vient d'établir s'appliquent facilement 
à l'exemple des n 08 17 et 19. 

26. Cherchons la différentielle d'un produit. Soit une 
fonction composée par multiplication 

y zz % • v 

il et v étant des fonctions de x. 

Au moment où x devient x + A, on aura 

par suite 

y' — y rr wV — uv rr w V — u'v + u'v — uv, 

ou bien 

y' — V __ , / fl 1 — \ , (u' — u\ 
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Cette relation qui existe entre les quatre quantités varia- 
bles 



subsistera entre leurs limites (14) ; on aura donc 

dy _ dv du 

dx ~ dx dx ' 

ou 

^ = • (^) ^ + • (-S-W 

ou simplement 

d • uv = udv + vdu. 

Ici du et éte sont les différentielles prises par rapport à 
x. La différentielle d'un produit est égale au premier fao 
tenr multiplié par la différentielle du second, plus le se- 
cond facteur multiplié par la différentielle du premier. 

27. Cette règle va nous conduire à l'intégration par 
parties. Reprenons l'équation 

d • uv = udv + vdu. 

En intégrant sans se préoccuper de la constante arbitraire, 
on obtient : 

uv = / udv + f vdu 

d'où 

/ udv^zuv — / v du. 

Cette formule permet d'intégrer udv lorsque le terme 
f vdu est intégrable, ou lorsqu'il conduit k f udv qui 
est l'inconnue elle-même. 
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Prenons un exemple simple (20). 
/ x*dx = afl • x — / x • c ixdxz=.x % — 2 / x*dx. 
En résolvant l'équation par rapport à / x* dx, on trouve 



28. La différentielle d'un quotient dépend de la diffé- 
rentielle d'un produit. 

ni 

Soit y — — , ces trois quantités étant des fonctions de 

x. L'équation u — vy donne 

dwzzvdy + y dv. 
d'où 

, du — ydv du udv 

* v v Xr 

et enfin 

, j^ _ vdu — udv 



V V* 

Ainsi, pour former la différentielle d'une fraction, on 
prend le dénominateur multiplié par la différentielle du 
numérateur, on en retranche le numérateur multiplié par 
la différentielle du dénominateur, et on divise le tout par 
le carré du dénominateur. 

29. Cherchons la différentielle du carré d'une fonction 
de x. Soit y = u*. 

L'égalité y = u • u donne 

dy = udu + udu := 2 udu 
ou 

d • u 1 = 2 u du, 

5 
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expression dans laquelle du est prise par rapport à x. Le 
théorème du N° 23 donne le même résultat. 

La différentielle d'un carré est égale au double de la 
racine multiplié par la différentielle de cette racine ; donc 

« 

la différentielle de la racine est égale à celle du carré di- 
visée par le double de la racine : 

,_ dv 4" dv 

d V <c =- 



V v V v 

La différentielle d'un radical du second degré est égale 
à la moitié de la différentielle de la fonction soumise au 
radical, divisée par le radical. 

Appliquons cette règle à l'ordonnée du cercle 

y zz / r 2 — # 2 • 
On obtient : 

— xdx — x , dv x 

— — — __ dm c\\\ * — • — — ^. 



dy = —7====- zz dx , ou —s*- zz 

9 y r* — # 2 y dx 



y 



L'équation de la tangente (19) sera : 



y— y* = — -y (*.—*')> 

et celle de la normale, après réduction : 

9 x 

Cette équation est satisfaite si l'on fait # zz 0, et y rr 0; 
La normale passe donc par le centre ( 3 ). 
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. -z-dv __ 

. D'après la formule d V r = , » on aura 

V v 




. , . -s- dv 

d V v = V 



■SI 



^t par suite 

V v 
On aura de même 




/ audu = h C; 



car si on différenlie les deux membres de chacune de ces 
équations, on obtient une identité. 

31 . Différentions une puissance entière d'une fonction 
de x. Soit y — u m . 

Lorsque x devient x + h, u devient U, et y devient Y. 
On aura donc 

Y— y=U»*— «*=2(U— *)(U*- 1 + *U" , - t + +#»-!). 

On sait que le quotient de U w — u m par U — u renferme 
m termes de degré m — 1. En divisant par h, on a 

U — u 



En passant à la limite, on obtient 

-^L =: mu m ~ x — r— , ou bien d • u m = mu m ^ x du. 
dx dx ' 
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On aura de même 



/ 



&du = -2-r- + C; 



ce que Ton vérifie par la différentiation. 

Ainsi, pour intégrer u n du, on augmente l'exposant 
d'une unité, on divise par le nouvel exposant, et par la 
différentielle prise par rapport à x, puis on ajoute au ré- 
sultat la constante arbitraire. 

32. Le coefficient différentiel p =" — p- est en général 

une fonction de x, f (x), comme on l'a vu pour l'équation 
du cercle (29) ; on peut donc la différentier à son tour; sa 

différentielle sera dp, et sa dérivée -p- ; c'est le coeffi- 
cient différentiel du second ordre, /*" (x). On peut l'expri- 
mer au moyen de x et de y. Par hypothèse, on a 

-£-=P> ou dy=pdx. 

Si l'on représente par d*y la différentielle de dy qui est 
une fonction de x, et si l'on fait dx constant, on aura 

d*y z=.dp* dx 
ou bien 

dx* dx / w 

Donnons une application des principes qui précèdent; 
Soit la fonction importante 



z — xdy — ydx 



b 
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dans laquelle x. y, dx, dy peuvent être des fonctions de la 
variable indépendante t. Il s'agit de diiïérentier z qui est 
une fonction composée par addition et par multiplication. 
On aura 

dz = dxdy + xcPy — dydx — y cPx, 

et en réduisant 

dz = xd*y — ycPx. 

* 

Réciproquement : on aura 

/ (xcPy — yd*x) zzz = xdy — ydx. 
L'intégration par parties (27), conduit au même résultat : 
/ [xdfy—ydfix)=xdy— f dydx— {ydx— $ dxdy) =xdy—ydx. 



Maximum et minimum des Fonctions. 



33. Une fonction y = f (x)> admet une valeur maximum 
i pour x = a, lorsque pour x = a ±h, si petit que soit 
h, les valeurs de la fonction sont moindres que t. 

La relation —f^- = limite de * ~^ , nous montre 

dx h ' 

que si l'accroissement h donné à x est positif, -^L a i e 

même signe que l'incrément y* — y\ si donc la fonction 
est croissante ou décroissante, la première dérivée est po- 
sitive ou négative. Or -^— représente la tangente trigo- 
nométrique de l'angle ô formé par la tangente avec ox 
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(18). On peut appliquer le principe précédent au coeffi- 
cient différentiel qui est une fonction de x. 

Considérons un arc con- 
cave vers les y négatifs. Si 
Ton passe du point M au 
point N, ou si x reçoit un 
accroissement positif, l'angle 




^~ 6 diminue, -~- décroît, donc 



-r^- a le signe moins, 




Si au contraire la courbe 
est convexe vers le bas ou 
vers les y négatifs, l'angle 6 
augmente avec x ; la fonc- 
tion -^— étant alors crois- 
ai 



santé, sa dérivée 



d*y 
$x* 



est 



positive. 

Supposons que pour 
x = P, y soit maxi- 
mum. Dans le voisi- 
/ nage de M P, l'ordon- 
née est d'abord crois- 
sante, puis décroissan- 
te; donc— t— doit aller 
' ax 

du signe + au signe — , en passant par zéro, pourvu 
que la fonction soit continue ; c'est dire que la tan- 
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gente M T est parallèle à Taxe Ox. D'un autre côté, si 
pour x = Q, y est un minimum, l'ordonnée décroît, puis 

augmente ; donc —J— va du signe — au signe + en pas- 
sant par zéro : c'est dire que la tangente N T 1 doit être 
parallèle à l'axe des x. 

Ainsi, lorsque y prend une valeur maximum ou mini- 
mum, —J— devient nul. Mais la réciproque n'est pas vraie, 

comme le montre le point, d'inflexion R ; ici la tangente 
R T " peut être parallèle à l'axe des x, ce qui rend nul 

, sans qu'il y ait maximum ou minimum. Lors donc 

que l'on pose l'équation —X- = o, on trouve les valeurs 

de x qui peuvent donner lieu à un maximum ou à un mi- 
nimum ; mais il faut vérifier le résultat en étudiant la 
marche de la courbe dans le voisinage du point indiqué 
par le calcul. 

D'ailleurs le signe de ~\ permet de distinguer le maxi- 
mum du minimum ; car le premier suppose une courbe 
concave vers le bas, et , \ négatif; le second, au con- 
traire, suppose une courbe convexe vers le bas, et ^\ 
positif. Dans le cas de l'inflexion, --^- ayant un maximum 

ou un minimum, > \ passe par zéro, ou par l'infini. 

Appliquons cette méthode à la fonction y = x(a — x) qui 
est le produit de deux facteurs dont la somme est constante. 
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On a 



y = ax — cfi. 

dy 

•— = a — 2 x. 

dx 



d*y 
dx* 






La première dérivée est nulle pour x = — ; comme la 

seconde dérivée est négative, la fonction a son maximum 
pour cette valeur de x. 

La recherche des maxima et des minima n'a pas été sans 
influence sur l'invention du calcul différentiel. Fermât ré- 
solvait ce problème en égalant les valeurs infiniment voi- 
sines d'une fonction. 

Menons une corde M M' pa- 
rallèle à Taxe x. Soient 
OV = x, et P P' = h. On aura 

f(x) = f(x + h). 

Cette équation ferait connaî- 
tre x pour une valeur donnée de h, et en particulier pour 
h égal à zéro. 

Or, à mesure que h tend vers zéro, ou que la corde 
diminue vers cette limite, les ordonnées MP et M'P', 
toujours égales, tendent vers l'ordonnée maximum AD 
qui correspond àa?i = OA; pour obtenir cette valeur de 
x, il faudra faire h = o dans l'équation citée ; mais pour 
éviter de retomber sur une identité, il faut d'abord opérer 
les réductions et les simplifications que comporte l'équa- 
tion. 
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Posons par exemple 

x {a — x) = {x + h) (a — x — : h) ; 
ce qui donne 

= h (a — x) — h (x + h). 
En supprimant le facteur commun h, on obtient 

a — x=x + h 

et en passant à la limite 

a 

La méthode que nous venons d'exposer équivaut à une 
clifférentiation ; aussi Laplace regardait-il Fermât comme 
le véritable inventeur du calcul différentiel. Laplace se 
trompait ; en effet, le caractère essentiel du nouveau calcul 
consiste dans la généralité et la rapidité des procédés, 
avantage qui ne se rtmcontre point dans la méthode de 
Fermât, puisque cette méthode exigeait le développement 
des termes pour qu'on pût négliger le carré et les puis- 
sances supérieures des quantités infiniment petites. 

Ce qui constitue l'essence d'une opération, c'est moins 
le but proposé que le procédé spécial par lequel on y ar- 
rive. La multiplication peut se faire par l'addition, mais 
elle n'est pas une addition ordinaire ; elle est une addition 
abrégée de nombres égaux. De même le calcul intégral 
est une sommation abrégée d'éléments infiniment petits. 

Le calcul différentiel, qui devait changer la face de la 
science, eut de faibles commencements. Les premières rè- 
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gles de ce calcul furent exposées en quelques pages, comme 
à la dérobée, par Leitinitz et par Newton, qui peut-être 
n'en sentaient pas alors toute l'importance, et qui surtout 
ne songeaient pas encore à se disputer la gloire d'une pa- 
reille découverte. D'un autre côté, si leur méthode parais- 
sait simple, rapide, et féconde dans les applications, elle 
était loin d'être établie par une théorie incontestable ; de 
bons esprits, habitués à la géométrie rigoureuse des Grecs, 
repoussaient la science nouvelle enveloppée dans une mé- 
taphysique obscure qui égarait quelquefois les maîtres 
eux-mêmes. Les infiniment petits de Leibnitz, comme les 
indivisibles de Cavalieri, n'étaient pas des grandeurs véri- 
tables, mais des symboles qui se prêtaient difficilement à 
des calculs rigoureux ; et Newton lui-même ne sut pas 
toujours s'affranchir de cette dangereuse conception. Aussi 
le calcul différentiel rencontra-t-il d'abord des adversaires 
sérieux. Souvent les meilleures découvertes courent le 
risque d'être quelque temps méconnues, parce qu'elles ne 
sont pas appuyées par des expériences certaines ou par 
des raisonnements infaillibles ; et il ne faut s'en prendre 
qu'aux inventeurs eux-mêmes. Aujourd'hui, l'analyse infi- 
nitésimale repose sur des principes aussi simples, aussi 
clairs, aussi sûrs que ceux des mathématiques élémentai- 
res ; et il est sage de s'attacher à la sévère doctrine des 
maîtres contemporains, si l'on ne veut pas suivre des sym- 
boles vagues et mystérieux qui donnent le vertige à l'in- 
telligence, et ôtent à la vérité même son évidence et sa 
certitude. 



■etecro- 



CHAPITRE IV. 



Du Mouvement rectiligne. 

34. Les corps paraissent composés de parties maté- 
rielles physiquement indivisibles et impénétrables, appe- 
lées atomes ; le volume de ces atomes, quoique très-petit, 
n'est pas nul comme celui des points géométriques, dont 
l'existence est idéale ; quelquefois les atomes sont consi- 
dérés comme des points matériels, mais souvent cette der- 
nière expression est employée pour désigner des points 
géométriques en chacun desquels on imagine qu'une cer- 
taine quantité de matière est condensée. 

Un point matériel est en mouvement, lorsque sa dis- 
tance à d'autres points varie, ou bien lorsqu'il occupe suc- 
cessivement différents points de l'espace ; cette série de 
points est sa trajectoire. Un point matériel ne trouve 
jamais en lui-même, mais dans ses relations avec d'autres 
corps, la cause de son mouvement ; il ne peut ni se donner 
le mouvement, ni modifier celui qu'il a reçu ; cette ten- 
dance de la matière, constatée par l'expérience, à persister 
dans son état de repos, ou de mouvement rectiligne uni- 
forme, est l'inertie ; et on appelle force toute cause qui 
tend à produire ou empêcher le mouvement. 

Une force agit au point où elle est appliquée, suivant 
une droite qui est la direction du mouvement qu'elle tend 
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à imprimer à ce point, et avec une certaine intensité que 
Ton pourra représenter par une longueur prise sur cette 
droite. 

35. Dans le mouvement rectiligne uniforme d'un point 
matériel, qui a lieu, selon Kepler, en vertu de l'inertie de 
la matière, l'espace parcouru est proportionnel au temps. 
Si v est la vitesse ou l'espace parcouru dans une seconde, 
t la durée du mouvement, et e l'espace parcouru, on aura 

e = vt. 

Telle est l'équation qui lie l'espace au temps considéré 
comme variable indépendante. En différentiant, on a 

de 



dt 

La vitesse est le coefficient différentiel de l'espace par 
rapport au temps. 
Réciproquement ; si la vitesse est constante, elle est tou- 

A e 

jours le quotient — —• de l'espace parcouru divisé par le 

A t 

temps ; on aura donc 

de 



= v, 



dt 
ou bien 

de = v dt. 

En intégrant, on obtient e = vt + C. 

Si on fait commencer le- temps à l'origine du mouve- 
ment, on a e = o pour t = o ; alors la constante G est 
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nulle. Plus généralement, elle est égale à l'espace déjà 
parcouru à l'origine du temps ; 

e = e + vt. 

Considérons maintenant le mouvement varié rectiligne, 
et soit e = f (f), l'équation finie qui représente la loi d'un 
mouvement varié quelconque. 

On entend par vitesse au bout du temps £, l'espace que 
le mobile parcourrait dans l'unité de temps d'un mouve- 
ment uniforme, si la rapidité du mouvement restait ce 
. qu'elle est à l'instant considéré ; ce qui arriverait si le 
corps n'était plus soumis à aucune force, et en vertu de 
l'inertie de la matière. 

Soient e l'espace, et v la vitesse au bout du temps t ; 
soient de même e' l'espace, et v" la vitesse au bout du 
temps f ; et supposons que le mouvement soit accéléré, 
ou que l'excès v" — v soit positif. On aura 

v (f — t) < e' — e < v' (f — t). 

En effet, l'espace e' — e parcouru dans l'instant consi- 
déré, est plus grand que si la vitesse était restée égale à v, 
et plus petit que si, dès le commencement de cet instant, 
elle avait été égale hv\ 

Si l'on divise par f — t = A t, il vient 

^ e " — e ^ » 
*<-f—t< v - 

Si l'on fait tendre f vers t, v\ et par suite , ten- 
dront vers la limite v ; on aura donc 
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Ainsi, la vitesse est le coefficient différentiel de l'espace 
par rapport au temps ; la dérivée ou la fluxion mesure la 
rapidité de l'écoulement de l'espace lorsque le temps 
s'écoule uniformément. 

Dans la mécanique céleste, Làplace établit ce principe 

de 
en disant : « La vitesse du point est -^r- , car dans un 

instant infiniment petit, elle peut être censée uniforme, et 
par conséquent égale à l'élément de l'espace divisé par 
l'élément du temps. » 

36. Considérons en particulier le mouvement repré- 
senté par l'équation 

e = a + M + et*. 
En différentiant, on a 

$ 

dé X I A J. 

dt 

Pour ^o^onaDo^Jjen substituant, il vient : 

v = v + 2 et, ou v — v = 2 ct^ 

ce qui montre que l'accroissement de vitesse est propor- 
tionnel au temps ; on dit alors que le mouvement est uni- 
formément varié. Sa formule est 

e = e + v t + et* 

m 

en désignant par e l'espace déjà parcouru lorsqu'on com- 
mence à compter le temps. 

Puisque l'accroissement de vitesse est proportionnel au 
temps, la vitesse augmente de quantités égales dans des 
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temps égaux, sous l'action d'une force constante ; l'ac- 
croissement dans l'unité de temps est l'accélération de la 
vitesse ; ici sa valeur est 2 c. Remarquons encore que si 

l'on différentie la vitesse v, on trouve —77- = 2 c = l'ac- 

at 

célération. 

37. Nous allons montrer que pour un mouvement quel- 
conque, —rr représente l'accélération de la vitesse au 

bout du temps t. 

Pour fixer les idées, supposons que la vitesse n'aug- 
mente pas proportionnellement au temps, mais plus rapi- 
dement ; ce qui revient à dire que la force est croissante. 
Soient v et v* deux valeurs de la vitesse au bout des temps 
t et t\ et w l'accroissement de vitesse qui aurait lieu en 
une seconde, s'il restait tel qu'il est au bout du temps t, 
ou si la force cessait de varier. On aura 

w (f — t)< v' — v < w' (f — t). 

En effet, l'accroissement de vitesse qui a lieu dans le 
temps f — tj est plus grand que celui qui aurait lieu dans 
le même temps si la force et l'accélération restaient ce 
qu'elles sont au commencement de l'instant f — t ; et il 
est plus petit que celui qui aurait lieu, si au bout du temps 
t, l'accélération avait la valeur w' qu'elle ne doit avoir 
qu'à la fin de l'intervalle f — t. 

En divisant par f — t, on a 
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Si f tend vers t, v? tend vers w, et Ton voit a fortiori 

vi* — — v 
que le rapport ,, _ . aura pour limite w ; mais la limite 

de ce rapport est d'ailleurs —jr- ; donc 

dv 



= w. 



dt 

En résumé, on a pour un mouvement rectiligne quel- 
conque, les trois formules suivantes, dues à Varignon.: 

dv d*e ~, ,., 

Si Ton représente à* la même échelle, le temps par l'abs- 
cisse, et la vitesse par l'ordonnée d'une courbe, le coeffi- 
cient angulaire de la tangente à cette courbe sera égal à 
l'accélération, et l'aire définie, représentera l'espace par- 
couru (19). 

Lois de la Pesanteur. 



38. Galilée, à l'aide du plan incliné, a reconnu que dans 
un même lieu, un corps qui tombe dans le vide parcourt 
des espaces proportionnels aux carrés des temps* On a 

donc 

e _ ë _ 
1T — -fr — m > 
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en désignant par m un coefficient constant qui est ^espace 
parcouru dans la première seconde de la chute, commet Jg 
montre la formule 

e = m fi. 

Nous allons remonter de l'effet à la cause au moyen du 
calcul différentiel. 
Si Ton différentie deux fois, il vient 

dt dt 

La vitesse est donc proportionnelle au temps, et Paccé- 
lération est constante; si on la désigne par g> suivant 
l'usage, on aura 

et par suite 

ez=.-—gfi, v=gt, v* = *ge. 

Ainsi, la pesanteur agit constamment sur le mobile, en 
augmentant sa vitesse de quantités égales dans des temps 
égaux, quelle que soit la valeur de cette vitesse acquise ; 
les expériences de Galilée prouvent donc, malgré la mé- 
taphysique de Descartes, qu'une force agit sur un corps 
en mouvement comme s'il était en repos, de sorte que la 
vitesse due à chaque impulsion se combine sans altération 
avec la vitesse que le mobile conserve en vertu de l'iner- 
tie. Ce principe', reconnu par l'observation, et généralisé 
par l'induction, a été le point de départ des grands progrès 
de la mécanique rationnelle. 

6 
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39. Reprenons la question en sens inverse, et descen- 
dons de la cause à l'effet, au moyen du calcul intégral. 

Si la force constante, agissant dans la direction de la 
vitesse acquise, l'augmente de l'accélération g dans chaque 
unité de temps, on aura 

v — v =gt, 

ou 

de . , 

- w - = v + ff t, 

ou bien 

de = v dt + fft* dt. 

En intégrant on obtient 

Pour < = o, on a6 = C, 
ce qui donne 

e = e + v t + ±. gt*. 

Si l'on suppose qu'à l'origine du temps le mobile part 
sans vitesse acquise d'un point pris pour l'origine des es- 
paces, on doit poser 

d'où 

» 

v = gt, e = -j-gt*, et v* = zge. 

Si Ton représente le temps t par la base d'un triangle 
rectangle, et la vitesse gt par sa hauteur, l'espace par- 
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couru sera figuré par la surface du triangle (21, 37). D'ail- 
leurs l'équation v* = ige nous montre que la vitesse ac- 
quise est représentée par l'ordonnée d'une parabole dont 
l'abscisse est l'espace parcouru. 

Supposons maintenant que la vitesse initiale v fasse 
avec la direction de la pesanteur un angle de 90°. Admet- 
tons avec Galilée que la vitesse horizontale se conserve 
sans altération. Par la superposition des deux mouve- 
ments, les choses se passent 
comme si l'axe kx se mouvait 
parallèlement à lui-même en 
vertu de la vitesse initiale v qui 
qui serait celle du point A sur 
A y, pendant que le mobile des- 
cend le long de cet axe en vertu 
de la pesanteur, cause du mou- 
vement relatif sur kx. Au bout 
du temps t, on aura 

y = A A' =vjt 9 x = AB = A' M = ~ 9^ 

L'élimination du temps donne 




y 



% _ 2 



Vj 



9 



x 



équation d'une parabole. Ce résultat, aperçu par Galilée, 
est confirmé par l'expérience, qui vient ainsi justifier la 
méthode que nous avons employée pour la composition 
des mouvements, et l'hypothèse de ce grand philosophe. 
Lorsqu'un liquide sort d'un vase à niveau constant, par 
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un orifice vertical à minces parois, avec une vitesse hori- 
zontale # , on a pour chaque molécule 

D'ailleurs l'expérience nous montre que la trajectoire 
est une parabole dont l'équation est 

y* zz Zpx. 

On aura donc 

Différentions deux fois x et y en fonction du temps ; il 
vient 

dt Vo ' dt* ° 

dx v * . éPx v * 



dt ~ p ty dt* — p 

Ainsi, l'accélération est nulle dans le sens horizontal, 
tandis que dans le sens vertical, elle a une valeur con- 
stante que nous représentons par g, et qui est l'intensité 
de la pesanteur. 

Galilée, qui a découvert les lois de la chute des graves, 
est parti de l'hypothèse que la pesanteur agissait d'une 
manière constante pendant tout le mouvement, et qu'elle 
augmentait la vitesse de quantités égales dans des temps 
égaux. Les espaces parcourus, augmentant en raison 
composée du temps et de la vitesse proportionnelle au 
temps, étaient dès lors entre eux comme les carrés des 
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temps ; mais cette loi devait s'étendre à la chute sur un 
plan incliné, conséquence facile à vérifier par l'expé- 
rience. La pesanteur agissait donc sur un corps en mou- 
vement comme sur un corps en repos ; de sorte que la 
vitesse nouvelle s'ajoutait sans altération à la vitesse ac- 
quise. 

Dans le cas où les deux vitesses seraient de direction 
différente, chacune devait encore produire le même effet 
relatif; un projectile devait alors décrire une parabole 
dans le vide et dans un lieu peu étendu. Galilée pouvait 
donc affirmer la loi de l'inertie de la matière entrevue par 
Kepler, et dont Newton tira un si grand parti : tout corps 
persévère dans son état de repos, ou de mouvement uni- 
forme en ligne droite, si aucune force ne vient modifier 
cet état. De plus, les mouvements simultanés qu'il reçoit 
se composent suivant la règle du parallélogramme. 

La méthode de Galilée, comme celle de Kepler, consis- 
tait à établir les principes par la vérification de leurs con- 
séquences. « Sans doute, dit Laplace, il est plus sûr de 
remonter des phénomènes aux causes ; mais l'histoire des 
sciences prouve que cette marche lente et pénible n'a pas 
toujours été celle des inventeurs. » 

L'étude de la pesanteur nous montre comment, après 
avoir établi une équation entre les éléments différentiels 
du temps et de l'espace, on obtient par le calcul intégral, 
qui est le passage de la cause à l'effet, une équation finie 

e = -^- g& qui exprime une loi de la nature ; ou inverse- 
ment, comment, en partant de cette loi donnée par l'ob- 
servation, on détermine la force ou son caractère mathé- 
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matique, au moyen du calcul différentiel qui est le passage 
de l'effet à la cause. 

Nous pouvons compléter ici les réflexions que nous 
avons déjà présentées. En s'appuyant sur l'expérience de 
Galilée, on peut démontrer par la géométrie ou par l'al- 
gèbre que la pesanteur est une force constante. Quelle 
que soit la démonstration, elle tient de très-près à l'ana- 
lyse infinitésimale, et le raisonnement qu'on y fait res- 
semble beaucoup à ceux par lesquels on établit les prin- 
cipes du calcul différentiel et intégral. Mais l'avantage de 
ce calcul consiste à donner des principes très-généraux 
qui sont applicables à toutes sortes de recherches, et qui 
dispensent de répéter pour chaque problème des raison- 
nements très-délicats qu'il suffit d'avoir faits une fois pour 
toutes. Lorsqu'on a bien saisi les principes de l'analyse 
infinitésimale, on traduit l'énoncé de chaque question 
dans cette langue merveilleuse, et il ne reste plus qu'à 
effectuer une suite de calculs techniques, dont le dernier 
résultat est l'expression de la loi cherchée. 

En résumé, lorsqu'une loi mathématique ou physique 
est exprimée par une équation entre deux quantités varia- 
bles de nature différente, le calcul différentiel a pour 
objet de trouver une nouvelle équation où doit entrer la 
limito du rapport qui existe entre les accroissements infi- 
niment petits de ces deux quantités. Réciproquement, 
lorsque l'on connaît cette dernière équation qui exprime 
elle-même une autre loi, le calcul intégral consiste à re- 
monter à l'équation qui représente la loi primitive. La 
recherche des lois de la pesanteur nous laisse entrevoir 
l'importance du calcul infinitésimal ; la théorie de l'attrac- 
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tion universelle nous en montrera mieux encore la fécon- 
dité. Mais ce problème de mécanique céleste exige que 
nous établissions plusieurs propositions qui servent de 
base à la mécanique rationnelle. 



•c*oc*o- 



CHAPITRE V. 



Composition et mesure des forces. 

40. Une force agit sur son point d'application dans une 
certaine direction rectiligne, avec une intensité que Ton 
peut représenter par une longueur proportionnelle prise 
sur cette direction. 

Deux forces sont égales, lorsque, appliquées à un même 
point dans la même direction et en sens contraires, elles 
se font équilibre. 

Si deux forces égales et opposées sont appliquées aux 
extrémités d'une droite rigide et inextensible, elles se font 
équilibre. Il résulte de là, qu'on peut appliquer une force 
en un point quelconque de sa direction, pourvu qu'il soit 
lié au premier point d'application que . l'on suppose en 
équilibre. 

Si plusieurs forces P, Q, S, T, se font équilibre, la force 
P tient les autres en équilibre ; or elle serait détruite par 
une force P' égale et opposée ; donc P' pourrait rempla- 
cer le système des forces Q, S, T; P' est dite leur résul- 
tante. 

Dans la statique, on admet à titre de postulatum, que 
si plusieurs forces tirent un point matériel dans la même 
direction et dans le même sens, leur résultante est égale 




à lenr somme. Si le point est tiré par deux forces oppo- 
sées, P, et Q = P + D, la résultante est égale à D. 

Si le point est sollicité par plusieurs forces sur la même 
direction et dans les deux sens, leur résultante est égale 
à leur somme algébrique. Occupons-nous maintenant des 
forces de directions différentes. 

v Bl Si deux forces A P 

et A Q, égales entre 
elles, sont appliquées 
au point A, leur résul- 
tante AR est évidem- 
ment située dans leur 
plan, et dirigée sui- 
vant la diagonale du losange construit sur les droites qui 
les représentent en grandeur et en direction : mais son 
intensité reste encore inconnue. Transportons-la en A' R' ; 
on pourra la remplacer par les forces A 1 P ' et A' Q', éga- 
les et parallèles aux premières, ou bien par les forces Q A' 
et PA 1 , appliquées aux points Q et P supposés liés au 
point A. 

Considérons ensuite 
deux forces différentes 
A P et A Q ; supposons 
qu'elles aient une com- 
mune mesure, et qu'el- 
les soient entre elles 
dans le rapport de * 




•On peut décomposer A P 'en 4 forces appliquées aux 
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points A, B, C, D ; et A Q en 3 forces appliquées aux 
points A, E, G. Cela posé, AB et AE peuvent se rempla- 
cer par EKetBK; EKet EG peuvent se remplacer 
par G M et K M ; G M et G Q peuvent se remplacer par 
QN et MN. Ainsi, la force AQ est remplacée parBN, 
et A B par Q N qui passe par le point R. En continuant 
ainsi, on amènera les parties de A P sur Q R, et B N suc- 
cessivement en CS, en DT, et en PR; les composantes 
AP et AQ seront remplacées par Q R et P R qui passent 
par le point R ; donc la résultante passe par le point R 
comme par le point A ; elle est donc dirigée suivant la 
diagonale du parallélogramme. Il ne reste plus qu'à dé- 
terminer son intensité. 

£B Imaginons une 

J> * force A R 7 égale et 

opposée à cette ré- 
sultante A R ; elle 
a ^ ^^v X tiendra en équilibre 

les deux composan- 
* tes AP et AQ; de 

même AQ tiendra AP et ARVen équilibre; la résultante 
des deux dernières a donc pour direction QA#. Menons 
PD parallèlement à AR', et DK à AP; AK sera l'inten- 
sité de la composante AR', autrement A a? ne serait pas 
la direction de la résultante de AR' et de A P. Or, on 
aAK=PD = AC; donc la résultante A R, égale et op- 
posée à la force AR', a pour intensité AC ; de là le prin- 
cipe suivant, connu sous le nom de parallélogramme des 
forces, et découvert par Stevin à la fin du seizième siècle : 
La résultante de deux forces appliquées à un même 
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point, est représentée en direction et en grandeur, par la 
diagonale du parallélogramme construit sur les droites 
qui représentent ces forces en grandeur et en direction. 
La démonstration précédente est due à Duchayla. 

La dynamique peut nous conduire, comme la statique, 
à la règle du- parallélogramme des forces ; mais cette mé- 
thode exige que Ton sache mesurer les forces par leurs 
effets ou par les vitesses qu'elles impriment à la matière. 



Mesure des forces. 



41. Deux forces sont égales lorsqu'elles tendent à im- 
primer un même mouvement à un même point matériel, 
de sorte que, si elles lui étaient appliquées en sens con- 
traire, elles se feraient équilibre. 

I: Lorsque plusieurs points se meuvent suivant des droites 
parallèles avec une vitesse commune qui n'altère pas leurs 
distances respectives, toute force qui agit sur l'un de ces 
points matériels, lui communique le même mouvement 
relatif que si le système était en repos. Ainsi une bille, 
lancée par un ressort sur le pont d'un navire, y parcourt 
le même espace, quelles que soient la vitesse du navire et 
l'inclinaison des deux mouvements. Les oscillations d'un 
pendule sont de même durée dans tous les azimuts. La 
parabole obtenue au n° 39 dans la composition des mou- 
vements, et vérifiée par l'expérience, vient confirmer le 
même principe, qui d'ailleurs est la base de l'astronomie. 

Il résulte du principe des mouvements relatifs, que si 
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Ton représente par x l'espace parcouru dans le mouve- 
ment commun, et par y l'espace parcouru dans le mouve- 
ment particulier supposé de même direction que le pre- 
mier, l'espace total parcouru par le mobile sera 

e = x + y. 

» 

Gar si l'on suppose qu'un second mobile parte du même 

point que le premier et le suive en vertu du mouvement 

commun, lorsqu'il aura parcouru x, le premier mobile le 

précédera de la distance y, et aura parcouru l'espace 

e = x + y. 

Si l'on différence cette équation par rapport au temps, 

on a 

de _ dx dy 

+ 



dt ~ dt ^ dt ' 

ce qui montre que la vitesse du mobile est égale à la somme 

des vitesses qu'il prendrait dans chacun des mouvements 

élémentaires. 

de 
La vitesse --37- pourrait être constante; supposons 

qu'elle varie, et différentions une seconde fois par rapport 
au temps. On obtient : 

d*e __ d*x d*y 

dP ~ dt* + dt* * 

L'accélération de vitesse dans le mouvement composé, 
est donc égale à la somme des accélérations de vitesse 
dans chacun des mouvements qui le forment. La conclu* 
sion serait la même si l'on combinait entre eux plus de 
deux mouvements: 
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Ainsi, lorsque plusieurs forces agissent dans la même 
direction sur le même mobile, les espaces s'ajoutent comme 
les forces, et il en est de même des vitesses et des accélé- 
rations. Si Ton suppose que n forces égales composent 
une force totale, de sorte que Ton ait F — nf\ et si la 
force f est capable de l'accélération w, la force F sera ca- 
pable de l'accélération w — nu. De même, si l'on a pour 
une autre force F' = n'f, on aura w' = n'u ; on en con- 
clut 

F n w 

F' — rt ~ ~ 

ou bien 

FF' 

w w' 

Ainsi, deux forces agissant dans un temps aussi petit 
que l'on voudra sur un même point matériel, sont entre 
elles comme les accélérations de vitesse qu'elles lui im- 
priment. 

Si la force F' est le poids du point matériel, on aura 

F P 

= m 



\o g 

en désignant par m la masse ou le rapport constant de la 
force à l'accélération ; ce qui donne 

P = mg, et F = mw. 

Si deux forces, agissant sur des corps différents, leur 
communiquent une même accélération, elles sont entre 
elles comme les masses de ces corps; mais alors, les forces 
sont évidemment proportionnelles aux quantités de ma- 
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tière auxquelles elles impriment le même mouvement, de 
sorte que la masse représente la quantité de matièfe ou 
d'inertie. 

Si la force F est variable, on se propose de trouver sa 
mesure au bout du temps t\ à cette époque, si elle pouvait 
conserver pendant l'unité de temps l'intensité qu'elle a 
dans un instant infiniment petit dt, elle serait capable de 
communiquer à la masse une accélération de vitesse 

w zz ; elle aura donc encore pour mesure m w. 

Si dans l'équation F = m w, on fait m = i, on voit que 
w mesure la force accélératrice agissant sur l'unité de 
masse. La force motrice F est égale à la masse multi- 
pliée par la force accélératrice. 

Si on se reporte aux formules du n° 37, relatives au 
mouvement rectiligne, on aura 

dv 

La nature de la force est liée à la seconde dérivée de 
l'espace par rapport au temps. 

Le mouvement dont la loi est représentée par la fonction 
e = F (t), est l'effet de cette force ; on remontera de ce 
mouvement au caractère de la force qui le produit, au 
moyen du calcul différentiel qui est le passage de l'effet à 
la cause. 

Dans le mouvement uniforme 

de dH 

le mobile n'est soumis à aucune force. 
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Dans le mouvement rectiligne uniformément varié (36), 
on a 

e = a + M + et* 

de 



dt 



= i + 2 et 



d*e 



dt* 



= 2C. 



La force accélératrice est alors constante. 

Réciproquement, lorsque Ton connaît le caractère ma- 
thématique de la force, on peut en déduire la loi du mou- 
vement, c'est-à-dire, descendre de la cause à l'effet, au 
moyen du calcul intégral, comme l'étude de la pesanteur 
nous l'a déjà montré (39). 



Composition des mouvements. 



42. Nous avons déjà composé un mouvement uniforme 
avec un mouvement uniformément accéléré (39). 

Supposons que le point 
A de la droite A y par- 
coure la droite A #, et 
que la droite A B soit en- 
traînée parallèlement à 
elle-même de manière à 
X fr c » prendre au bout d'un cer- 

tain temps la position G D, pendant qu'un point matériel 
parcourt AB sur cette droite ; au bout du temps consi- 
déré, le point sera en D, à l'extrémité de la diagonale 




= 96 = 

du parallélogramme des espaces, quelle? que soient la 
nature du mouvement d'entraînement et celle du mou- 
vement relatif sur Taxe mobile A y. Réciproquement, pen- 
dant que le mobile se. rend de A en D, ses deux projections 
sur les axes A x et A y parcourent A C et AB. 

Pour que le mobile parcoure la diagonale, il suffît que 
dans chacun des deux mouvements., l'espace varie pro- 
portionnellement à une même puissance du temps, sui- 
vant les équations : 

AB = c^, AC==V<*. 

on aura en effet 

AFzzcf», A6 = c , f» 

et par suite 

AB _ ** _ AG 
AF ~~ C n ~ AG ' 

Les parallélogrammes ayant un angle commun com- 
pris entre côtés proportionnels, leurs diagonales A D et 
A H sont en ligne droite ; le mobile est donc toujours sur 
la diagonale. On aura 

AD _ AB _ P_ 
AH ~ AF — f* 

ou bien 

— — — = ,,„ = c" = constante. 

Le mouvement résultant sera de t même nature 4jue les 
mouvements composants. 
Examinons deux cas particuliers. 
1° Si l'on fait n = 1, les trois mouvements sont uni- 
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formes ; et pour t = 1, A D sera la résultante des deux 
vitesses A B et AG; de là le parallélogramme des vites- 
ses. De plus, si les mouvements composants sont variés, 
on pourra dans un temps infiniment petit d t, les regarder 
comme uniformes (35) ; on aura par exemple 

kF = vdt, AG = v'dt. 

Supposons que les vitesses soient représentées par AB 
et A C, les triangles nous donnent 

AH _ _AG _ AF _ 
AD — ~AG~ — "AÊT - dt 

d'où 

Or A H est l'espace élémentaire résultant ; A D est donc 
la vitesse résultante. 

Si dans un mouvement quelconque, le mobile A a 
pour vitesse A C au bout du temps t 9 et pour vi- 
tesse AD au bout du 
* -^^y temps t + dt, on pourra 




regarder AD comme la 

résultante de A C, et de 

A A B égal à C D, qui sera 

l'accroissement élémentaire de la vitesse dans le temps dt. 

2° Si l'on fait n — 2, les trois mouvements sont unifor- 

mément accélérés, et si l'on suppose t = /T, on aura 

AB = 2c, *AC = 2c' AD = 2c"; 

d'après le n° 36, ces trois côtés du triangle sont les trois 
accélérations ; en un mot, l'accélération résultante est la 

7 
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diagonale du parallélogramme construit sur les accéléra- 
tions des vitesses dans les mouvements composants. 

Nous admettons, d'après l'expérience, qu'une force agit 
sur un corps en mouvement comme s'il était en repos, et 
que si une autre force intervient, son action sera indé- 
pendante de la vitesse du corps et de l'action de la pre- 
mière force ; de sorte qu'on obtiendra le mouvement ré- 
sultant en combinant le mouvement uniforme dû à la 
vitesse, avec le mouvement varié dû à l'action simultanée 
des deux forces. Pour établir la composition des forces 
par la dynamique, on pourra faire abstraction de la vitesse 
acquise, puisqu'elles agissent sur un corps en repos 
comme s'il était en mouvement. De plus, si chaque force 
est variable avec le temps, son intensité, mesurée par 
l'accélération, aura une certaine valeur à un moment 
donné, et en supposant qu'à partir de ce moment, la force 
conserve sa direction et son intensité, elle serait capable 
de produire un mouvement uniformément accéléré. La 
composition des forces variables est ainsi ramenée à celle 
des forces constantes. 

Soient donc kx et A y, les directions actuelles des 
forces à la fin du temps t, et A G et A F les espaces 
fictifs qu'elles feraient parcourir dans le même instant 
au mobile. Si A C et A B sont les accélérations compo- 
santes, A D sera l'accélération résultante. Imaginons 
une force R capable de produire le mouvement résul- 
tant sur la diagonale, et l'accélération A D, si elle agissait 
seule sur le mobile. La mesure des forces nous donne 

F _ F' _ R 
AC — AB — AD " 
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Si Ton partage A G en autant de parties égales que 
Punité de force est comprise dans F, et qu'on prenne 
chacune d'elles pour unité, on aura numériquement 

F = AC, F' = AB, R = AD. 

On en conclut le parallélogramme des forces tel qu'il a 
été énoncé au n° 40. 

Géométriquement, on dit que A D est la résultante de 
A C et de CD égale et parallèle à AB. En général, on 
obtient la résultante de plusieurs forces concourantes, au 
moyen du polygone des forces, dont les côtés sont res- 
pectivement égaux et parallèles à chacune des compo- 
santes. Si on projette la figure sur un axe quelconque, on 
voit aisément que la projection de la résultante est égale 
à la somme algébrique des projections des composantes. 
43. Si deux forces peuvent se composer en une seule, 
réciproquement, une force donnée peut se décomposer en 
deux autres ; ce problème est même indéterminé. 

Afin de prendre un exem- 
ple important, étudions la 
chute d'un point pesant M 
sur un plan incliné AB. Dé- 
composons la force M R qui 
le sollicite, en deux autres, 
l'une MF suivant la direction du mouvement, et l'au- 
tre M D suivant la perpendiculaire. Les triangles sem- 

MF MR , t 

T7T- = A r» , de sorte 
AG AB ' 




blables M F R et A B C donnent 



que si M R représente l'accélération g, la force M F qui 

AC 
est seule efficace aura pour accélération ^ = jfX "Tr"* 
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Les deux accélérations étant dans un rapport constant, le 
mouvement sur le plan incliné sera de même nature que 
le mouvement libre. 
Le N° 38 nous donne pour la vitesse acquise au point B, 

v'*=z zg' x AB; 

et pour la vitesse v que le mobile acquerrait en tombant 
librement suivant la verticale A C 

v* rz 2 g X A C. 

Si on élimine A B et A G entre les trois équations précé- 
dentes, on obtient 

Ainsi le corps arrive au bas du plan incliné avec la même 
vitesse que s'il était tombé librement d'une même hauteur. 
Varignon a fait voir que Galilée s'était trompé en éten- 
dant cette conclusion à l'assemblage de plusieurs plans 
inclinés les uns sur les autres, ou bien à une portion de 
contour polygonal. 

Supposons que le mobile 
parcoure successivement n -f- î 
côtés du périmètre d'un poly- 
gone régulier inscrit dans un 
cercle, et dont l'angle extérieur 
est p. Si l'on décompose toute 
vitesse acquise v en deux au- 
tres, l'une v" dans la direction 
du nouveau côté, l'autre v" 
dans une direction perpendi- 
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culaire, la vitesse conservée sera v cos p ; la vitesse perdue 
sera v (1 — cos p) ; e t la perte totale sera P = 2 v (î — cos p) ; 
elle a donc une valeur positive et finie. Mais elle de- 
viendra nulle si on remplace le polygone par un arc de 
cercle. En effet, soit U la plus grande des n vitesses com- 
prises dans - v. On aura les inégalités 

o < P < U • n (î — cos p) 

ou bien 

o < P < U • n • 2 sin* ^ p, 

et a fortiori en remplaçant le sinus par son arc 

o < P < U n p sin -i- p. 

Or le produit n p n'est autre chose que Técartement D 
des côtés extrêmes du contour. On aura donc 

o < P < U D sin -§- • 

En passant à la limite, on obtient sur l'arc de cercle 

P = o, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Il serait aisé de substituer à Tare de cercle une courbe 
quelconque, sans changer la conclusion. 

La chute du pendule suivant un arc de cercle ou un 
arc de cycloïde, produit toujours la même vitesse que si le 
corps était tombé librement de la même hauteur. 
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CHAPITRE VI. 



Du Pendule. 



45. Considérons le mouvement du pendule simple dans 
lé vide. Un point pesant M, de masses, suspendu à un 
fil inextensible et impondérable de longueur l y parcourt 

le petit arc de cercle A A' sous 
l'influence de la pesanteur. Si on 
décompose la force verticale M R 
qui le sollicite en deux autres, la 
force normale MF' est détruite 
par la résistance du fil, la force 
tangentielle M F tire dans la di- 
rection du mouvement qui est 
celle de l'élément différentiel de 
l'arc A M. Si l'on désigne par « l'écartement actuel OC M 
à la fin du temps t, on a 

M F = m g sin«. 

Représentons A M par e, M par x, et A par a ; nous 
aurons 




e 

de 
dt 

d*e 
IF 



= a — 



x 

dx 
HT 

d*x 
dt* * 
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La force M F qui tire à chaque instant dans la direction 

de la vitesse acquise, est égale à la force d'inertie, et se 

cPe 
mesure par m , ^ , ce qui donne 

Mais dans le cas des petites oscillations, on peut rem- 

x 
placer le sinus par l'angle a, qui est égal à -y- ; on aura 

donc 

d*e 



L'intégration de cette équation différentielle donnerait 
la formule du pendule ; mais nous pouvons y arriver par 
une méthode très-élémentaire. 

46. Soit oa l'arc A rectifié, de lon- 
gueur a. Décrivons une circonférence 
avec o a comme rayon. Désignons o m par 
a?, et a m par e. Supposons que le point 
p dont la projection est m, parcoure l'arc 
| a ap, avec une vitesse constante désignée 
par b, pendant le temps t. 
On aura ap = bt, et par suite 

M 




œ = acos 



a 



L'espace parcouru devient 



e — a — a cos 



IL 
a 



Désignons par y la vitesse de la projection m. Aûn de 
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calculer cette vitesse, soit e' l'espace au bout du temps f 
plus grand que l ; nous aurons 

W 
e —& — a cos . 

a * 

et par soustraction 

ë—e=—a ( cw— ; cos — - ) = 2 #sin ■ * \ f sm — * '-. 

Divisons l'accroissement de l'espace par l'accroissement 

du temps; il vient 

. b{V — t) 
sin x ' 

e' — e , . i (V + 1) 2 a 
-71 7- = • sm — ^ — s — £- • tô 3v — 

* — t 2a iJ£jzJL 

2 a 

En passant à la limite, on a enfin pour la vitesse 

de , . iït 

zz y = sin 



On obtiendra de môme l'accélération 

JjL— JlL—JL JlL 
dt ~ dt* ~ a a 

Or on avait 

M 
x :— a cos — . 

a 

En divisant ces deux équations membre à membre, on a 

d*e _ & 2 
dt* "lfi % X * 

Le mouvement a lieu sur a a' comme si le point m était 
sollicité par une force proportionnelle à sa distance au 
point ; or il en est de même dans le cas du pendule. 
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Pour que le point m se meuve sur ao, comme le pendule 
M sur A 0, il suffît de poser 



P 9 



l T = V+ 



Le pendule et la projection du mobile fictif P, partant 
ensemble du repos, auront à parcourir le même espace 
sous l'influence de forces égales ; on sait d'ailleurs que 
toute vitesse acquise se conserve sans altération sur une 
courbe comme si le mouvement était rectiligne ; les deux 
mouvements seront donc simultanés. 

Désignons par T la durée de l'oscillation simple, ou le 
temps employé par le mobile M pour parcourir l'arc A A'. 
Pendant ce temps, le point^ décrit uniformément la demi- 
circonférence a b a ' . On a donc 

*a = bT 
ou 

T = . • -ï- = Vf- 

47. Il existe une relation très-simple, et qui n'a pas 

encore été remarquée, entre les différentes positions du 

pendule, et les vitesses absolues qu'il prend pendant la 

durée de l'oscillation complète. Si entre les équations 

bt . , . bt ,,. „ , bt 

x — a cos — , et y =z b sin — on élimine 1 angle — . 

et par suite le temps, on obtient 



x % , y* 



(fi x b* 
La courbe exprimée par cette équation est une ellipsQ 
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dont les demi-axès sont «, et b = a \f *i • L'ordonnée 

mn représente à chaque instant la vitesse du point m qui 
est celle du pendule. La vitesse est positive, lorsque le 
pendule va de A vers A'; elle atteint son maximum au 
point 0. Lorsque le pendule retourne de A' vers le point 
A, la vitesse est négative, comme l'indiquent les ordon- 
nées de l'ellipse qui sont l'image des variations de la vi- 
tesse pendant toute l'oscillation. La parfaite symétrie de 
la courbe par rapport à ses axes, montre que les vitesses 
sont deux à deux égales et de même signe de part et d'autre 
de la position verticale du pendule, et qu'elles sont égales 
et de signes contraires aux mêmes points dans l'aller et 
le retour. 

Si la longueur l est très-petite, la vitesse maximum est 
le demi-grand axe o b\ Si Z = ^, l'ellipse devient un cer- 
cle, et la vitesse maximum est le rayon oa. Enfin si l est 
très-grand, comme dans le pendule établi au Panthéon 
par Foucault, pourvu qu'on emploie un double fil qui 
l'empêche de tourner, la vitesse maximum est le demi- 
petit axe de l'ellipse surbaissée. 

48. Cette construction de la vitesse est applicable à 
d'autres mouvements alternatifs que celui du pendule. 
Par exemple si a a y représente le diamètre de la terre 
supposée sphérique, et si un point matériel parcourt ce 
diamètre sous l'influence de l'attraction terrestre, on ver- 
rait aisément, en appliquant les théorèmes de Newton, 
que l'équation de ce mouvement est 

cPx _ ga? a* _ gx 
dp ~ ~ a* x % ~~ a 
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Le mobile parcourt le rayon de la terre dans un temps 
donné par la formule 

2 K g 

La loi des vitesses est figurée par une ellipse très-excen- 
trique dont le demi-petit axe est égal à k' ag . 

49. Galilée avait cru que les oscillations du pendule cir- 
culaire étaient isochrones quelle que fut leur amplitude ; 
mais Huyghens a démontré le premier que cette propriété 
n'appartenait qu'au pendule cycloïdal. La loi qui régit les 
vitesses du pendule circulaire dans le cas où les oscilla- 
tions sont très-petites, est rigoureusement applicable aux 
vitesses du pendule cycloïdal, quelle que soit l'amplitude 
de ses oscillations. En effet, soit B H = 2 R, le diamètre 
du cercle générateur et M un point de la courbe. On sait 




B P V 

que la cycloïde est engendrée par le mouvement d'un point 
M pris sur une circonférence qui roule sans glissement 
sur une droite fixe D D\ de sorte que l'arc M H est égal à 
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la droite D H, si le point M a coïncidé primitivement avec 
le point D de cette droite. Le point de contact H est un 
centre instantané de rotation, et la droite B M, perpendi- 
culaire, à M H, est tangente à la cyeloïde. La force accélé- 
ratrice M R = g, qui sollicite le mobile, a pour composante 
tangentielle 

MF=^.sinMRF=^sinMHBzz^. -M|L . 

L'élément de Tare M désigné par x T est donné par 
l'équation 

cte 2 zz du 2 + dz* 

v étant l'abscisse P, et z l'ordonnée M P (18). 

On a pour la tangente de l'angle M B P, ou de son égal 
QMB, 

dz _ BQ z ■ y ~i 

dv — QM — [/ z ( 2 R — z) r 2R — z 

et par suite 



ce qui donne 



, \dz 

l/ z 



En intégrant on obtient 

x —2 /Tr7 = 2 MB. 
1/expression de la force accélératrice devient 

MF== -*%-•* 
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de sorte que la composante effective de la pesanteur est 
proportionnelle à Tare M. On pourra donc appliquer à 

réquation a = ^r- • x, la méthode que nous 

avons exposée ; il n'y aura rien à changer aux calculs et 
aux résultats qui précèdent. Les vitesses absolues du pen- 
dule seront figurées en toute rigueur par les ordonnées 

d'une ellipse dont les demi-axes sont #, et i = a \f —^ • 

Newton représentait les vitesses respectives de ce mo- 
bile par les ordonnées d'un cercle ayant pour diamètre 
Taxe 2 a de notre ellipse ; au fond, il ne le pouvait que 
parce que les ordonnées correspondantes du cercle et de 
l'ellipse sont entre elles dans un rapport constant. Quant 
à la durée de chaque oscillation simple, elle sera donnée 

par la formule T = * \/ . Elle est indépendante 

if 

de Tare parcouru par le mobile sur la cycloïde renversée 
qui est la courbe tautochrone dans le vide. 

Enfin on voit aisément que les vitesses des pendules 
isochrones sont figurées par des ellipses semblables entre 
elles. 
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CHAPITRE VII. 

Mouvement curviligne. 

50. Le mouvement dans un plan engendre des courbes 
et des aires. Leurs éléments sont les différentielles de 
Tare et du secteur, dont nous allons nous occuper, suivant 
en cela la marche des inventeurs qui ont différentié les 
diverses fonctions à mesure qu'elles se sont présentées 
dans leurs recherches. 

On démontre en trigonométrie que si un arc de cercle 
tend vers zéro, le rapport de cet arc à sa corde a pour 
limite l'unité. 

Nous allons étendre ce principe à l'arc d'une courbe 
quelconque. 

Menons aux deux extré- 
mités de cet arc les tangen- 
tes M T et N T, et abaissons 
de leur point d'intersection 
la perpendiculaire TP sur 
la corde. Supposons que Ton 
ait 




PN 

TN 



< 



PM 
TM 



Posons alors 



PN 
TN 



= q, et 



PM 
TM 



= i + 



« étant une quantité positive. 



% 
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On aura 

PN = TNx# • 

PM = TNx(? + «) 
et par addition 

PN + PM=(TN + TM).£ + TMx« 

et ensuite 

MN _ TM 

TM + TN ~ ?+ * * TM + TN ' 

On voit que le rapport de la corde à la somme des tan- 
gentes est compris entre q et q + « ; ce qui permet d'écrire 

corde M N 



cosN 



MTN 



cos M. 



Si le point N se rapproche indéfiniment du point M, 
chacun des angles M et N tend vers zéro, et son cosinus 
vers l'unité ; a fortiori, le rapport intermédiaire, et par 
suite celui de la corde à l'arc ont pour limite l'unité. 

51. Soit l'arc A M dé- 
signé par S. Les coordon- 
nées du point M sont x 
et y ; celles du point M 1 
sont #' et y y ; et l'arc 
A M' est s\ 
« Le triangle rectangle 



D 
C 



1 


1 


H 


ri 


? 




^ 




N T' 


A 




ii .r 





p* 



B P 

M N M ' donne 

MM^rnM'J^ + MN* 

et si l'on désigne par a la corde de Tare MM', on aura 

«2 = (y' — y)2 + (x' — xf , 
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on peut écrire 



a 



(* ' - *) 2 _ (f-y \ 

' — X)* ~\x' —X ) 



(s" — sf (a? — x) 
Si on fait tendre Tare vers zéro, le rapport 



+ 1 • 



vers l'unité, 
dy 



s' — s 



- tend vers 



ds 



vers 



dx 



x — x 
y on aura donc 

ds 



dx 



, et 



a 

s" — s 

y' -y 

x" — X 



tend 



tend 



/ ds y _ l dy V 
\dx ) — \ ete / 



+ i 



ou 



ou encore 



ds* — dy* -f- cte* 



*=*i/« +(£■)■• 



Il est important de remarquer que cette démonstration 
ne suppose pas que Tune des variables x,y,els soit indépen- 
dante ; chacune d'elles pourra dépendre au besoin du temps 
t, sans que les équations précédentes cessent d'avoir lieu. 
On sait que l'accroissement N Q de l'ordonnée de la 
tangente représente dy ; il en résulte que ds } l'élément 
différentiel de la courbe, qui diffère de son accroissement 
complet, est égal à l'accroissement M Q de la tangente. 

52. Considérons l'aire A du 
secteur BOM compris entre 
y, le rayon vecteur mobile 
M, et la courbe. 

On aura 
surface BOPM = A + OPM, 




- lia - 



ou bien 

x 



fydx = A + 
En différentiant, oh obtient 

9 2 

et par suite 

Lorsque le secteur B M reçoit un accroissement, le 
secteur C M reçoit un accroissement égal et de signe 
contraire. C'est ordinairement ce dernier secteur que Ton 
considère ; de sorte que l'expression xdy — ydx repré- 
sente le double de la différentielle du secteur engendré 
par le rayon vecteur M, lorsqu'il s'écarte de a? en tour- 
nant autour de l'origine. 

53. Supposons qu'un point matériel décrive l'arc A M M 1 
d'une courbe située dans le plan des coordonnées, et qu'à 
la fin du temps t, il soit au point M dont les coordonnées 
ÉJotit x et y. Pendant qu'il parcourt l'arc A M désigné par 
s, ses projections sur les axes parcourent B P et G D ; la 
connaissance des projections P et D, et de leurs vitesses à 
chaque instant, fera connaître la trajectoire A M M' et la 
vitesse du mobile sur cette courbe. 

D'abord, les coordonnées x et y du point M dépendent 
du temps. Soient x = f(t), et y = <p (t) les fonctions qui 
les expriment ; lorsqu'on les connaîtra, l'élimination du 
temps t donnera pour la courbe une certaine équation 

F (x, y) = o. 

8 
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Ensuite, les vitesses des projections (35) seront 

Soit, à la fin du temps t, v la vitesse du mobile sur la 
courbe, ou celle qu'il aurait sur la tangente, si le mouve- 
ment conservait, par l'effet de l'inertie seule, la même 
direction et la même rapidité. En raisonnant comme au 
N° 35, on établira les inégalités 

v \t < ±s < v' \t 

ou 

v <-zt<*> 

et par suite la formule 

ds 






dt 



Ici, ds, l'élément différentiel de l'arc, est représenté par 
la droite M Q. La relation ds* = dx* + dy* nous donne 

ds* _ dx* dy* 



dt* ~ dt* ^ dt* ' 

équation qui fera connaître la vitesse v du mobile au 
moyen de celles de ses projections. 
Réciproquement, lorsque l'on aura une seconde relation 

entre les vitesses —tt- et <—£- , la connaissance de la vi- 

dt dt ' 

tesse v du mobile permettra de déterminer les deux autres. 
Représentons par M T la vitesse v. Les triangles rec- 
tangles M N Q et M T T' donnent 

dx __ dy __ ds _ ,. 
MT' — TT ~ 1ÂT ~ 
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d'où ^ 

V' x mt* ty TT' 

La vitesse de la projection du mobile sur chacun -des 
axes est donc égale à la projection de la vitesse v sur te 
même axe ; de plus, la vitesse du mobile est la résultante 
des vitesses de ses projections. Ces principes sont d'ail- 
leurs des conséquences de la composition des mouve- 
ments (42). 

54. Il est aisé de rattacher les deux mouvements rec- 
tangulaires à la force motrice R, ou plutôt à ses compo- 
santes X et Y parallèles aux axes. 

Il est évident qu'une force ne peut ni augmenter ni di- 
minuer toute vitesse qui lui est perpendiculaire. La com- 
posante X, par exemple, ne peut avoir pour effet que 
d'accélérer ou de retarder le mouvement dans le sens des 
x\ elle sera mesurée par le produit de la masse du mobile 

cPx 
multipliée par l'accélération , a - qu'elle produit; on aura 

d?x v 
On obtiendra de même 

Ces deux équations différentielles, données par Maclaù- 
rin en 1742, ramènent dans le calcul le mouvement cur- 
viligne à deux mouvements rectilignes. Elles expriment 
d'ailleurs qu'à chaque instant, les composantes de la force 
appliquée font équilibre à celles de la force d'inertie du 
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mobile, conformément au célèbre principe à l'aide du- 
quel d'Alembert 3 ramené les lois du mouvement à celles 
de l'équilibre. 

55. On peut encore établir les équations différentielles 
du mouvement curviligne par la méthode suivante qui est 
indépendante de l'inclinaison des axes. 

Désignons par AC la 
vitesse au bout du temps 
t, et par AD la vitesse 
après l'instant suivant dt. 
C D ou A B sera l'accélé- 
ration élémentaire dans 
l'instant dt ; de sorte que 
l'accélération sera 
AB 

* = -dT- 

La force motrice R, mesurée par m ? , a même direction 
et même sens que l'accélération élémentaire A B qu'elle 
produit ; on peut la représenter par A F, ce qui donne 

X = af. 
On a géométriquement 

ai _ AB 
af ~ ~A~F~ 




ou bien 



dt 



et par suite 



Mais ac } qui est la projection de la vitesse, est artiasi la 
vitesse de la projection^ ou -jt-; elle devient ensuite cd\ 
de sorte que cd ou #i est l'accroissement élémentaire dé 
-t— ; on peut donc écrire 



et enfin 



m • d —rr =Xdt 
dt 



d?œ v 



On établirait de la même manière l'autre équation 

56. Si on multiplie les deux équations du mouvement* 
la première par 2 cte, la seconde par 2 dy, et qu'on les 
ajoute, il vient 

m tedxdPœ + 2dyd?y) A /v , , v , x 
i ^f — *— ^- = 2 (X d# + Y dy), 

ou bien, parce que dt est constant : 

m . d ^ + df = 2 (X dx + Y dy) 

ou enfin, d'après le n° 53 

m dv* = 2 (X4&+Ydy). 
En intégrant, on obtient 

mv* zzï f (Xd~a?+ Tdy) + C. 
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Cette équation exprime la loi suivante qui régit le mou- 
vement libre d'un point matériel : 

La force vive du mobile, mesurée par mv 2 , est égaie au 
double de la somme des travaux élémentaires de chaque 
composante, plus une constante. 

o 4& Appliquons cette loi au mouve- 

ment d'un corps qui tombe libre- 
ment dans le vide suivant l'axe 
O y, comme un point matériel. 
On aura 



y 



X = o, Y = mff y 
d'où 

mv* = 2 / mg • dy + C = 2 mgy + G. 

Si pour t = 0, le mobile est en A avec une vitesse ini- 
tiale v , et si l'on pose O A =z y , on aura 

wiv} = 2 my + C. 

En éliminant C entre cette équation et la précédente, on 
obtient 

m (v* — 1) 2 ) — ( img{y — y ). 

L'accroissement de force vive est égal au double du 
travail développé par la pesanteur dans le même temps. 

57. Reportons-nous aux équations générales du mouve- 
ment dans un plan 

m ntr= x > 
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Lorsque les forces X et Y sont données, comme dans le 
mouvement d'un projectile, on opère deux intégrations 



successives donnant 



dx dy 



Ht ' Ht ' x et y en ^ onc ^ on du 
temps. Chaque intégration introduit une constante ; il y 
aura en tout quatre constantes qu'on déterminera au 

moyen des valeurs initiales des vitesses —^ , ——- > et 

des distances x et y, pour t = o. Si on élimine le temps, 
on aura l'équation de là trajectoire F (x, y) = o. L'ex- 
pression du carré de la vitesse 



cte 2 



T* = — r^- H 



2 



dt* 



donnera la vitesse au bout du temps t } au point dont les 
coordonnées sont x et y. 

Nous allons appliquer cette méthode au mouvement des 
projectiles dans le vide. 

De la parabole du canon. 



o 







r 




lm 


N 


as* 






A 


\B 06 


V I 


> 


r 





58. Désignons par OT 
la direction de l'impul- 
sion initiale reçue par le 
centre du boulet consi- 
déré comme un point 
matériel, et par y D 
celle de la pesanteur. 
Prenons le plan de ces 
droites pour celui des 
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axes rectangles, et supposons que o x soit une horizontale 
de ce plan. Le mouvement commencera dans ce même 
plan puisque le parallélogramme des espaces s'y trouve, 
et il y restera pour la même raison. La seule force accé- 
lératrice est la pesanteur. Dans un lieu peu étendu, on 
peut supposer que sa direction est parallèle à Taxe verti- 
cal des coordonnées, et que son intensité reste constante. 
Comme elle tend à diminuer les coordonnées, on la re- 
présentera par — g. En négligeant d'ailleurs la résistance 
de l'air, on aura : 

d*x cPy 

ou 

dx d/u 

d —rr = o, d —£- = — a dt. 
dt ' dt * 

En intégrant, on obtient 

d& l dy . , , 

-rfT= c ' «* -jf- =5 - * + *. 

Si OT représente la vitesse initiale v , formant avec 
ox l'angle «, la composante dans le sens des x sera 
v cos a = c. 

La composante verticale est v sin a == c\ On a donc 

dx dy 

-j— = t) cos «, -^- = — gt + v sm « 

ou 

dx = v cos « . dt, dy = — gt dt + v sin « • dt. 
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En intégrant, on a 

x = v cos « • t, et y = - h v sin « • t. 

m 

Les nouvelles constantes sont nulles ; car pour t = o, 
on a x = 0, y = o. 

La projection horizontale du mobile a un mouvement 
uniforme, et la projection verticale, un mouvement uni- 
formément retardé. Si on élimine le temps, on obtient 
pour la trajectoire 

y = tang a • x J- — 5 — aP. 

9 2V COS* a 

59. Cherchons le maximum d'élévation du projectile. 
(54). En différentiant y, on a 

dy g x 

—f— = tang « j^ — 5— . 

dx ° u a cos 8 « 

Si on égale cette dérivée à zéro, on trouve 

UA znx\ = , 

2 £ 

et par suite 

a tvt ^o 2 sin 2 a 

A N = yi zz — - . 

Transportons l'origine des coordonnées au sommet N, 
en posant 

x = x x + x\ et y = y t + y' ; 
l'équation de la trajectoire devient par les réductions 



r=- 



gti* 



2 V n * COS 2 « 
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et si Ton change le sens des ordonnées en posant y'zn—y" 
on a enfin 

„ 2 V* COS 2 a „ 

*■ = — — g — y > 

équation d'une parabole (12 et 39). 

60. L'application des équations générales du mouve- 
ment curviligne au mouvement des projectiles, nous a 
montré comment, en partant de la nature des forces, on 
peut, au moyen du calcul intégral, déterminer la courbe 
décrite. Dans le problème inverse, on donne la trajectoire, 
avec les circonstances du mouvement sur cette trajectoire; 
c'est en combinant les équations qui en résultent avec 
celles du mouvement curviligne, que l'on trouve, par le 
calcul différentiel, la nature de la force accélératrice. Nous 
allons appliquer cette méthode à la recherche de la loi la 
plus générale de l'astronomie. 
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CHAPITRE VIII. 



De la pesanteur universelle. 

61. Anâxagore avait avancé que si la vitesse de la lune 
venait à être détruite, cet astre tomberait sur la terre par 
son propre poids. Copernic et Kepler entrevoyaient aussi 
l'attraction universelle. Mais ce fut Newton qui en trouva 
le caractère mathématique, en partant des lois de Kepler 
établies par la méthode d'observation et d'induction. 

Voici l'énoncé de ces lois : 

1° Les planètes parcourent des ellipses dont le soleil 
occupe l'un des foyers. 

2° Les aires décrites par le rayon vecteur de chaque 
planète sont proportionnelles aux temps. 

3° Les carrés des temps des révolutions des planètes 
sont entre eux comme les cubes des grands axes des el- 
lipses. 

Il est important d'observer que les mouvements des 
satellites autour de chaque planète principale, sont soumis 
aux mêmes lois. 

62. La conservation des aires décrites par le rayon vec- 
teur dans des temps égaux prouve l'existence d'une force 
centrale, passant par le foyer autour duquel cette conser- 
vation a lieu. 
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En effet ; supposons que dans un instant un point ma- 
tériel parcoure l'espace M A. Le rayon vecteur décrit le 

triangle MO A. En vertu de 
l'inertie, le mobile parcour- 
rait dans l'instant suivant 
l'espace AB égal au pre- 
mier, et le rayon vecteur 
décrirait le triangle AOB 
équivalent au triangle MAO. 
En réalité, il décrit 1$ trian- 
gle AOD qui, d'après là loi 
de Kepler, est égal en surface au triangle A M 0, et par 
suite à son égal AOB. Or les deux triangles équivalents 
AOD et A B ont môme base A ; ils ont donc même 
hauteur, ce qui exige que B D soit parallèle à AO. D'ail- 
leurs A D, direction du mouvement résultant, est la dia- 
gonale du parallélogramme des espaces ; on aura la direc- 
tion de la force en menant par le point A une droite A G 
parallèle à BD, et par conséquent située sur le rayoo AO. 
La force qui courbe la trajectoire passe donc par le centre 
du soleil ; d'ailleurs elle empêche la planète de s'éloigner 
en suivant la tangente ; elle est donc attractive. 

63. On peut démontrer le théorème précédent par Va.- 
nalyse. 

Les lois de Kepler s'appliquent au mouvement du centire 
de gravité de chaque planète considérée conune un point 
matériel (34). 

Désignons par R la force variable qui agit sur l'unité 
de massa; sa direction est dans le pian de l'ellipse^, au* 
trement elle empêcherait le mobile d'y rester.. StfieBtjXiô&v 
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Y ses composantes, et a? et y les coordonnées du lîétt dé 
la planète à la fin du temps t quelconque. On aura 

. d*y _ Y cftg _ Y 
dt* ~ ' dt* ~ 

Plaçons l'origine des coordonnées au centre du soleil, 
c'est-à-dire au foyer des secteurs égaux. Après avoir mul- 
tiplié la première équation par x, et la seconde par y, si 
on les retranche l'une de l'autre, il vient : 

xdPy — ydPx v v 
L^L = Yx-Xy. 

On a vu au n° 32 que 

xdPy — y cPx = d • (xdy — y dx)> 
et au n° 52 que 

xdy — ydx — dA; 

cette expression est le double de la différentielle du sec- 
teur. On a donc 

d*A 



dt* 



= Yx — Xy. 



Mais d'après la seconde loi de Kepler, le secteur est pro- 
portionnel au temps : A = et, si l'on désigne par c le dou- 
ble de l'aire décrite dans l'unité de temps. 
En différentiant, on a 

dA _ d*k _ 
~dt ~ C ' ~W "" ° 

ce qui donne 

Yx - Xy = o 
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bien 

X x ' 

Ainsi, la tangente de l'angle RMB 
est égale à celle de l'angle M F P ; ces 
angles sont donc égaux ; or la compo- 
& santé M B est parallèle à l'abscisse FP ; 
donc M R est le prolongement de F M, 
de sorte que la résultante M R est di- 
rigée suivant le rayon vecteur, comme la simple géométrie 
nous l'avait démontré. 

64. Lorsqu'on emploie la démonstration géométrique 
de Newton pour prouver que le principe des aires suppose 
une force passant par l'origine focale, on reconnaît aisé- 
ment que les composantes de cette force sont proportion- 
nelles aux coordonnées. Car les triangles M R B et F M P 
ayant alors les angles égaux, sont semblables, et don- 
nent 



.R 
r 



x^ 

X 



y 



relations qui nous seront très-utiles. 

65. Gomment l'attraction agit-elle à différentes distan- 
ces? Regardons le mouvement des planètes comme sensi- 
blement circulaire ; cette hypothèse, sans être tout-à-fait 
vraie, suffira pour nous indiquer la loi cherchée. Si chaque 
planète décrit une circonférence autour du soleil, le prin- 
cipe des aires exige que son mouvement soit uniforme. 
Soit b sa vitesse constante. Projetons le mouvement sur 
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deux axes rectangulaires menés par le centre du soleil. 
Conformément au n° 53, nous aurons 



7 .v dx* . dy* M 
(!) -33^ + -^- = ^ 



dt* ^ dt* 

Si Ton différentie l'équation du cercle 

x % + y 2 = a* 

en regardant x et y comme des fonctions du temps, on 
obtient, d'après les principes établis au troisième chapitre 

,~ dx ., dy 

En résolvant le système des équations (1) et (2) par rap- 
port aux deux projections de la vitesse, on obtient 

. dx by dy ix 

dt ~ 7T ' dt ~ a 

Si l'on désigne par z la vitesse de la projection sur l'axe 
des x, on a 

»— ty — * ./-s r 



ce qui donne 



z* x 1 



+ -71-=*- 



i* ^ a* 



Cette projection de la vitesse sur l'axe des x est repré- 
sentée par l'ordonnée d'une ellipse, comme nous l'avons 
déjà démontré au n° 47 par une autre méthode. 

Si Ton différentie les expressions des deux vitesses pro- 
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jetées, on obtient pour les composantes de l'accélération 
totale R 



X = 



dte 
dt* 



— ty — 
a dt 



Y = 



(Py t dx 






P 



dt* 



a dt 






On voit que les composantes sont proportionnelles aux 
ordonnées, et que la résultante est centrale. On obtient 
ensuite 



R* = X* + Y 2 = 



a? 



d'où 



R = 



V* 



a 



Cette formule importante est due à Huyghens qui Ta 
obtenue par une méthode toute différente exposée dans les 
traités de mécanique rationnelle. Voici cette méthode: 

Si la planète, en tournant au- 
tour du soleil S parcourt un arc 
A D au lieu de suivre la tangente 
AB, elle est tombée, dans un 
temps très-court, de la hauteur 
A C, qui est la projection de l'arc 
sur le diamètre. Supposons que 
la durée t de cette chute soit assez 
petite pour que Ton puisse remplacer l'arc décrit par sa 
corde, et regarder la direction et la grandeur de la force 
accélératrice g comme constantes ; on pourra écrire : 




-m — 

On a d'ailleurs 

AD' = 2axAC 
et 

«• == A D a , 

Pour éliminer A C, A D et t, il suffit de multiplier ces 
équations membre à membre ; on obtient 

P 



9~ 



— _ # 

a 



Voilà une première expression de la force centripète, 
ou de la force centrifuge qui lui est égale et opposée* Si 
T représente la durée de la révolution, on a 



d'où 



_ / 2 * a \* 
— V T — ^ ' 



kvPa 

g = — jg— • 

En multipliant les deux termes de cette fraction par cfi, 
on obtient 

4 7C 2 # 3 1 



Si Ton regarde a comme variant d'une pl^riète à loutre, 
a représentera l'attraction variable exercée par le soleil 
sur l'unité de masse ; or d'après la troisième loi de Kepler, 



a 3 



le rapport ~~*ç~ est constant pour toutes les planètes ; la 

force accélératrice g varie donc d'une planète à l'autre en 

9 
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raison inverse du carré de leurs distances au soleil ; et par 
suite la force motrice des planètes varie en raison directe 
des masses et en raison inverse du carré des distances. 

Cette conclusion du théorème de Huyghens fut aperçue 
par Hooke, Wrenn et Halley, comme par Newton lui-même. 

66. Parvenu à la loi de l'attraction, Newton la vérifia 
au moyen du mouvement de la Lune. 

Soit AD Tare parcouru par la lune en une seconde. 
Pendant ce temps elle parcourrait à peu près la tangente 
A B en vertu de l'inertie, si la pesanteur ne venait changer 
la direction de son mouvement ; par conséquent, si le mo- 
bile était en A sans vitesse initiale, et n'était soumis qu'à 
la pesanteur dont la direction et la grandeur, dans un 
temps très-court, peuvent être regardées comme constan- 
tes, il tomberait sensiblement vers la terre de la quantité 
A G qui est le sinus-verse de l'arc décrit par la lune en 
une seconde. Newton détermina cette quantité au moyen 
de l'angle décrit et du rayon S A qui^st égal à 60 fois le 
rayon de la terre mesuré par l'astronome Picard. Or 
Huyghens avait trouvé, à l'aide du pendule, l'espace par- 
couru en une seconde par un corps qui tombe à la surface 
de la terre ; à la distance de 60 rayons terrestres en nombre 
rond, l'espace parcouru dans le même temps devait être 
3600 fois plus petit si la loi du carré des distances était 
vraie. Comme les deux résultats furent trouvés égaux, 
Newton en conclut que la pesanteur des corps attirés par 
la terre, était comme celle des planètes, en raison inverse 
du carré des distances, et que cette loi était générale. De 
plus, il démontra que le mouvement d'un corps dans une 
section conique suppose que la force dirigée vers son foyer 
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est réciproque au carré des distances, et en partant de 
cette loi, il détermina les conditions nécessaires pour que 
la trajectoire fût un cercle, une ellipse, une parabole, ou 
une hyperbole. Ces résultats furent exposés par la syn- 
thèse géométrique dans le livre des Principes, que La- 
grange regardait comme la plus haute production de l'es- 
prit humain. 

Dans la Mécanique céleste, Laplace, à l'exemple de 
Newton, admit lès lois de Kepler fondées sur l'observa- 
tion ; mais ce fut au moyen de l'analyse algébrique «qu'il 
en fit surgir les caractères mathématiques de l'attraction 
universelle. 

Nous allons démontrer ce grand principe par la méthode 
analytique qui vient de nous donner la force centrale dans 
le mouvement circulaire ; cette méthode, que nous avons 
communiquée à l'Académie des Sciences dans sa séance 
du 3 août 1868, nous a paru plus directe et plus élémen- 
taire que celles de la Mécanique céleste et des traités de 
mécanique rationnelle. 



Démonstration analytique du principe de Vattraction 

universelle. 



67. Soient 

F(x,y) = o 

l'équation de la trajectoire en coordonnées rectangulaires 
dont l'origine est placée au centre du soleil, c'est-à-dire 
au sommet commun des secteurs supposés égaux ; 
c le double de Faire décrite dans l'unité de temps ; 
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H la force accélératrice qui sollicite le mobile dont la 
masse est prise pour unité ; 

X et Y ses composantes dans le sens des axes ; 

r la distance variable du mobile à l'origine ; 

t la valeur du temps à un instant quelconque. 

On aura entre les sept variables R, X, Y, x, y, r et t les 
six équations suivantes : 

F (x, y) = o, 
dy dx 

Y _ d*x Y _ cPy 
dt* ' dt* ' 

R 2 = X 2 + Y 2 , 

r 2 = x 2 + y*. 

On conçoit la possibilité d'éliminer, à l'aide de ces équa- 
tions, les cinq variables X, Y, x, y, t, et de déterminer 
la loi qui rattache la force R à la distance r, en chaque 
point de la trajectoire, et à tous les instants de la révolu- 
tion du mobile sur le cercle, sur l'ellipse, sur l'hyperbole 
ou sur la parabole. 

On peut différentier l'équation de la trajectoire en y 
regardant #et y comme des fonctions du temps; les deux 
équations 

d¥ dy _dF_ Jx_ _ 
dy dt dx dt ~ : 

dy dx 

permettent de calculer -^- et ->-W- . 



— 133 — 

Si ensuite on différent!* ces deux quantités, on obtient 
les valeurs des composantes X et Y, qui font connaître 
celle de la résultante R en fonction des coordonnées x et 
y, et par suite, d'après l'équation de la courbe, en fonction 
de la distance r. De cette manière la méthode se suffit à 
eile-mftme. Mais en peut diriger autrement le calcul lors- 
que Ton veut s'épargner une différentiation dans chaque 
cas particulier. Pour cela, il suffit de démontrer par l'ana- 
lyse ou par la synthèse que le principe des aires suppose 
les relations suivantes : 

R X Y 



r x y ' 

Les seules équations dont on ait alors besoin sont 

F (0, y) = o, 
dy dco 

y- ffy 

R __ Y 
r ~ y 



» 



et 

r* = x* + y*. 

On voit que cette méthode est très-directe et tout-à-fait 

analytique. 

68. Si Ton considère le mouvement d'une planète ai** 
tour du soleil, le sommet commun des secteurs égaux est' 
situé à l'un des foyers «ccuptf pai* cet-astrp. 
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L'équation de l'ellipse rapportée à son grand axe et à 
son foyer de droite est (10) : 

aY + ** (k + x)* = a* J 8 , 

a et b étant ses demi-axes, et k l'excentricité. 

Si l'on différentie cette équation en regardant x et y 
comme des fonctions du temps t, on aura 

D'ailleurs le principe des aires donne 

dy dx 



ou bien 



dy _ c y__ dx 

dt "~ x x dt 



En substituant cette valeur dans l'équation différentielle 
de la courbe, on obtient : 

a*cy + (<Py % + P®* + b % hx) -£T- = o ; 

mais l'équation de l'ellipse donne 

. « y + V*x* + Pkx = PQP — hx); 

On a donc 

dx 

(Pcy + Ô 8 (£* — kx) —jrr- = 0, 

d'où 

dx _ a*c y 
~dT—~~ P W — kx 



et par suite 
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dy 
dt 


x + h 



• • 



Différentions la dernière expression qui ne renferme 
qu'une seule variable ; il vient (28) 

** C (fr — kxf ~° (fr — kx)* 

Si Ton remplace S 2 + A 2 par a 2 , et —57- par sa valeur, on 
trouve : 

y— ffy _ flV y 

dt* ~ b* {V — hx)* ' 
et en substituant ce résultat dans l'équation 

R _ Y 
r ~ y 

on a ensuite 

a K c* r 



R = — 



jî— (V* — kxf \ 

Or le rayon vecteur (10) peut se mettre sous la forme 

&*— kx . 

r = , 

a 

en éliminant J 2 — ka>, on obtient enfin 

R - — TT r W mm 

La force qui sollicite la planète varie donc en raison 
inverse du carré de sa distance au soleil. 
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Quoique les éléments a, h et c varient d'une planète à 
l'autre, le coefficient — ry- est te même pour toutes les 

planètes d'après la troisième loi de Kepler. En effet, le 
double du secteur décrit dans l'unité de temps a pour va- 
leur c = — 7f — , T étant la durée de la révolution com- 
plète du mobile autour du Foyer d'attraction. En substi- 
tuant cette valeur de la constante c dans l'expression de 
te force, on abttent ( 

4 it* a? 1 



R = 



T* r i 



Or le rapport -s^- est constant ; on peut poser 



en regardant h comme un coefficient invariable ; ce qui 
donne 

R — —Tf • 

Il résulte de là que cfWe planète à Vautre, la force ac- 
célératrice varie en raison inverse 4u carré de la distance, 
et qu'elle serait la même pour tous ces corps supposés à 
égale distance du soleil. Si donc les planètes se trouvaient 
sans vitesse acquise à la même distance du soleil, elles 
seraient dans les mêm^s conditions (pie les corps de mas- 
ses différentes qui tombent sur la terre dans le vide, de 
sorte qu'elles atteindraient toutes en même temps la Sur- 
face du soleil ; et comme une masse double ou triple exige 
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une force double ou triple pour acquérir la même vitesse 
dans le même temps, la force d'attraction qui sollicite les 
.planètes serait simplement proportionnelle à leurs mas- 
ses. Mais en réalité, les poids des planètes ne sont pas 
entre eux dans un rapport aussi simple, parce que les dis- 
tances de ces corps au soleil sont très-différentes ; leur 
gravitation est donc proportionnelle aux masses, et en 
raison inverse du carré des distances. 

La force qui retient les satellites dans leurs orbites 
est soumise à la même loi, puisque les mouvements de 
ces astres obéissent aux lois de Kepler. 

69. Comme l'équation de l'hyperbole ne diffère de celle 
de l'ellipse que par le signe de 5 2 , les calculs précédents 
s'appliquent sans peine au mouvement d'un point maté- 
riel sur une branche hyperbolique, et conduisent à la 
même conclusion. 

70. On ne sait si quelques corps célestes décrivent des 
hyperboles ; mais certaines comètes paraissent se mouvoir 
dans des orbes paraboliques. 

Prenons l'axe de la parabole pour celui des abscisses, 
et plaçons l'origine de$ coordonnées rectangulaires au 
foyer occupé par le soleil. 

L'équation de la trajectoire est alors 

y 2 = 2pœ + p*. 

On a, pour déterminer les vitesses des projections, le 

système 

dy dx 

dy dx 
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En résolvant ces deux équations on obtient 

dx _ c_ y 

dt ~ p . x + p ' 

dy _ c 

dt x + p 

En différentiant, on a 

dx 
y — ffy _ dt _ c* y 

dt* ~ C {x+pf ~ p (x+p) z ' 

et en substituant cette expression dans la relation 

R _ Y 
r ~ y 9 

on obtient 



R = — 



& 



p (x + p) z ' 
mais on a 

r = V x* + y* = {/x* + 2px+pP=x + p\ 
en éliminant x, on trouve enfin 



p r* 

La force accélératrice varie en raison inverse du carré 
de la distance de la comète au soleil. 

71. Quelques philosophes ont cru voir une induction 
dans le calcul qui donne l'expression mathématique de la 
force d'après l'équation de l'orbite. Mais il est aisé de dé- 
montrer que ce calcul est une véritable déduction. En 
effet, dans l'induction on conclut le général du particulier 
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sans démonstration rigoureuse. Par exemple, lorsque Ke- 
pler, après avoir mesuré un certain nombre de rayons 
vecteurs menés de la planète Mars au soleil, et reconnu 
qu'ils satisfaisaient à l'hypothèse d'une orbite elliptique, 
en conclut que l'universalité des rayons vecteurs était sou- 
mise à la même loi, et que la planète décrivait réellement 
une ellipse autour du soleil, il faisait alors une simple 
induction ; car il étendait dans le temps et dans l'espace, 
à tous les instants de la révolution, et à tous les points de 
la trajectoire, une loi préconçue, et vérifiée seulement 
dans quelques cas particuliers. Mais, lorsqu'en partant de 
cette loi supposée rigoureuse, le géomètre est conduit, 
comme Newton, par un calcul tout-à-fait exempt d'incer- 
titude, à l'expression d'une force réciproque au carré de 
la distance, il opère une véritable déduction. En vain 
objecterait-on que la loi de l'attraction conduit, au moyen 
du calcul intégral, non-seulement à l'ellipse primitive, 
mais encore à une parabole et à une hyperbole, de sorte 
que la loi de Newton paraît plus générale que les lois de 
Kepler. Il est facile de répondre à cette difficulté. D'abord 
l'équation de l'ellipse ne diffère de celle de l'hyperbole 
que par le signe d'une constante ; de plus, la parabole 
n'est qu'une ellipse dont l'un des foyers est à l'infini. Il 
est naturel de penser que chacune des trois orbites doit 
amener la même loi d'attraction ; c'est au géomètre at- 
tentif à s'en apercevoir. Le logicien qui ne se préoccupe- 
rait que d'une courbe particulière, aurait tort de mettre 
sur le compte du procédé mathématique le résultat d'une 
inadvertance. Au reste, en partant de l'équation générale 
des sections coniques, on démontre aisément par la mé- 
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thode que nous avons appliquée à chaque courbe particu- 
lière, que si un point matériel parcourt Tune quelconque 
des sections coniques avec une vitesse telle, que le rayon 
vecteur décrive autour dé l'un de ses foyers des aires pro- 
portionnelles au temps, la force attractive varie en raison 
inverse du carré des distances du mobile à ce foyer. Il est 
donc évident que dans les deux opérations inverses on ne 
va nullement du particulier au général, ni du général au 
particulier, mais qu'au moyen de systèmes équivalents, 
on va du même au même, ce qui est le caractère propre 
de la déduction mathématique lorsque la réciprocité existe 
dans toute la chaîne des raisonnements. Aussi Biot a-t*il 
dit avec raison que la loi de Newton n'était au fond qu'une 
concentration des lois de Kepler. 

On peut aller plus loin. Lors même que la réciprocité 
n'est pas entière, le caractère du raisonnement reste le 
même. En effet, lorsqu'en partant d'une hypothèse, on est 
conduit à une conclusion plus étendue, de sorte que la 
réciproque soit fausse, le raisonnement n'en est pas moins 
une déduction ; par exemple l'équation A = B entraîne 
A 2 = B 2 , tandis que cette dernière entraîne soit A = B 
soit A = — B ; or personne ne sera tenté de voir une in- 
duction dans le passage de la première proposition à la 
seconde qui en est la conséquence nécessaire. La déduc- 
tion conduit quelquefois d'une proposition donnée a uae 
proposition plus étendue ; l'induction conduit toujours du 
particulier à l'universel. 

72. Le soleil ne peut attirer une planète sans en être 
attiré ; en effet, partout dans la nature, la réaction eat 
égale et contraire à l'action. Si nous désignons par f l'at» 
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traction qui s'exerce à l'unité de distance entre deux masses 
égales prises pour unité, et par M et m les masses du soleil 
et d'une planète, la force qui s'exerce entre ces deux corps 

à la distance r sera évidemment — — 5 — . L'accélération 

a»» 

f * wi 
communiquée au soleil sera-^—, et celle que cet astre 

imprime à la planète, ' M<i . 



A»3 

Pour obtenir le mouvement relatif de la planète autour 
du soleil supposé immobile, il suffit d'appliquer à chacun 
de ces corps, sur la droite qui joint leurs centres, une force 

accélératrice ' a égale et contraire à celle du soleil dont 



H& 



l'accélération est alors détruite ; l'accélération relative de 

la planète est alors R = -£-* — ^ — — ; or elle doit être 

égale à celle que nous avons obtenue par le calcul ; on 
aura donc 

f (M + m) = 4 y . 

L'observation a montré que le rapport — rpg — , qui 

représente l'accélération à l'unité de distance, était le 
même pour toutes les planètes ; ce résultat, qui dépend 
de la troisième loi de Kepler, n'est pas rigoureux puisque 
la masse de chaque planète entre dans le premier membre 

a? 
de Téquation ; mais comme le rapport -7^- est sensible- 
ment constant, il faut en conclure que les masses plané- 
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taires sont fort petites eu égard à celle du soleil. Voilà 
pourquoi chaque planète se meut à peu près comme si les 
autres n'existaient pas, comme si le soleil seul agissait 
sur elle. 

4 7T 2 fl 3 

73. L'équation / (M + m) = — ^ — va nous per- 
mettre de calculer approximativement les masses de plu- 
sieurs planètes. 

Commençons par celle de la terre, que nous désigne- 
rons par m. L'accélération d'un corps qui tombe à l'équa- 
teur étant g, si on y ajoute la force centrifuge imprimée à 
ce corps par la rotation de la terre, on obtient la gravité 
G. Cette force centrifuge se calculé d'ailleurs par la for- 
mule du n° 66. 

L'attraction exercée par la terre sur l'unité de masse à 
l'unité de distance sera G p*, p désignant le rayon de la 
terre supposée sphérique. Elle a d'ailleurs pour expres- 
sion f (m + m*), m' représentant la masse du corps ; on 
aura donc 

/(m-J- w') = Gp 2 . 

En divisant la première équation par celle-ci, on a 

M + m _ 4 ic 2 fl 3 
m + m' "~ T*Gp* * 

Si l'on néglige m' vis-à-vis de m, on peut calculer le 

M 
rapport . Notre formule n'est pas tout-à-fait exacte à 

cause de l'aplatissement de la terre. Lorsque Ton fait les 

M 

corrections nécessaires, on trouve pour le rapport — , le 

nombre 354030. 
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Il résulte de là que si Ton place dans l'un des bassins 
d'une balance, une sphère métallique représentant la masse 
du soleil, il faudra pour lui faire équilibre placer dans 
l'autre bassin 354030 boules égales à celle qui représente 
la masse du globe terrestre. 

Lorsqu'il s'agit d'une planète accompagnée d'un satel- 
lite, on opère de la manière suivante. 

L'équation f (M. + m) = — ?^ — est applicable à la 

planète dans son mouvement autour du soleil. 

4 w 2 a' 3 
De même, l'équation f(m + m') = — T , 2 est appli- 
cable au satellite de masse m\ dans sa révolution autour 
de sa planète pendant le temps t\ sur une ellipse dont le 
demi-grand axe est a\ 
En divisant ces équations membre à membre, on obtient 

M+m à? T' 2 



m + m' ~ T 2 cf* 

On peut négliger la petite masse m\ toutes les fois qu'il 
ne s'agit pas de la lune. On connaît par l'observation 
toutes les quantités qui entrent dans cette égalité, excepté 

M 

le rapport que l'on en déduit. 

Quant aux planètes dépourvues de satellites, on déter- 
mine leurs masses au moyen des perturbations qu'elles 
produisent dans le3 mouvements des planètes voisines. 
D'un autre côté, lorsqu'on applique cette méthode aux 
planètes accompagnées de satellites, elle vient confirmer 
ou rectifier les résultats obtenus par la première. 
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74. Si une planète n'était attirée que par le soleil sup- 
posé immobile, et si son orbite était elliptique, la loi de 
Newton serait rigoureusement démontrée. Mais il n'en 
est pas ainsi ; les observations modernes, plus précises 
que celles de Tycho-Brahé qui ont servi à Kepler, ont 
prouvé que les orbites planétaires ne sont pas tout-à-fait 
elliptiques» Mais la loi de Newton n'en est pas moins 
vraie. En effet, le soleil attiré par toutes les planètes 
n'est pas complètement immobile ; de plus chacun des 
corps planétaires n'est pas seulement attiré par le soleil, 
mais encore par les autres éléments du système ; l'attrac- 
tion qui s'exerce entre eux introduit dans leurs mouve- 
ments des perturbations aperçues par Newton, et que ses 
successeurs sont parvenus à expliquer en partant du prin- 
cipe même établi par ce grand géomètre. 

Ainsi, Clairaut rendit compte des inégalités de la lune 
produites par l'attraction solaire, et donna une première 
solution du problème des trois corps. D'Alembert démon- 
tra de son côté que la précession des équinoxes, décou- 
verte par Hipparque, dépendait de l'aplatissement de la 
terre. Lagrange donna la théorie complète de la libration 
de la lune, sorte de pendule sans point de suspension ; et 
Laplace déduisit de ses perturbations connues, la forme 
de la terre et sa distance au soleil ; de plus il prouva que 
l'invariabilité des éléments moyens du système planétaire 
est une conséquence de la loi de Newton. 

Enfin de nos jours, cette loi reçut une nouvelle et écla- 
tante confirmation, lorsque M. Le Verrier expliqua les 
perturbations d'Uranus par Fexistence théorique de la 
planète Neptune, dont il sut calculer la distance et la po- 



— 145 — 

sition céleste, reconnues depuis par l'observation. « La 
conquête de la planète Neptune, a dit l'auteur de l'astro- 
nomie populaire, est un des plus beaux titres de notre 
siècle à l'admiration de la postérité. » 

75. Les grandes lois de la physique et de l'astronomie 
sont remarquables par leur simplicité ; mais elles ne sont 
pas l'expression exacte des phénomènes observés, et l'on 
s'est demandé si l'esprit humain les crée de lui-même, ou 
bien s'il se borne à les découvrir. 

Il est impossible de passer directement des phénomènes 
aux lois par une déduction rigoureuse; ce n'est qu'en 
négligeant non-seulement les erreurs d'observation, mais 
encore les inégalités produites par les causes secondaires 
et perturbatrices que l'homme de génie parvient à formu- 
ler les lois simples qui sont les caractères mathématiques 
d'une cause principale. 

D'abord, l'observation des phénomènes journaliers nous 
porte à affirmer l'existence des lois de la nature même 
avant de les connaître exactement ; cette croyance, qui 
est due à une première induction, se fortifie ensuite par 
la découverte et surtout par la vérification des lois elles- 
mêmes. Quelquefois le philosophe arrive dès les premiers 
pas à la possession pleine et entière de la vérité ; mais 
souvent, c'est par des approximations successives que la 
science se constitue, et que les résultats de l'induction se 
confirment. 

Lorsque Kepler .eut tiré des observations de Tycho- 
Brahé un certain nombre de positions de Mars, il chercha 
la nature de la trajectoire décrite par cette planète ; le 
problème paraissait indéterminé, car on peut, par un 
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nombre limité de points, faire passer une infinité de 
courbes différentes ; il était donc impossible de déduire 
directement des points connus la nature inconnue de la 
courbe ; il fallait renverser la question, imaginer diverses 
courbes, et arriver par voie d'exclusion à celle qui seule 
pouvait s'ajuster sur les points donnés. Kepler reconnut 
que cette courbe était, non un cercle, mais une ellipse dont 
le soleil occupe l'un des foyers, et que de plus, le rayon 
vecteur mené de cet astre à la planète, décrivait des sec- 

* 

teurs proportionnels au temps. La conformité des observa- 
tions ultérieures avec les tables Rudolphines fondées sur 
les lois de Kepler, prouva enfin l'exactitude de ces lois. 

Les lois de Kepler sont simples ; mais il n'en faut rien 
conclure en général pour la simplicité des lois de la na- 
ture. En effet, l'angle décrit par le rayon vecteur d'une 
planète est une fonction du temps qui n'est pas simple 
bien qu'elle soit elle-même une loi de la nature ; cela tient 
à ce qu'elle ne caractérise séparément ni la direction de 
l'attraction ni la manière dont cette force dépend de la 
distance ; aussi cette loi ne pouvait-elle être découverte 
par l'induction. 

Si les observations de Tycho-Brahé avaient été plus pré- 
cises, Kepler n'aurait pu ajuster les positions de Mars sur 
une ellipse, et il aurait rejeté cette courbe comme le cercle 
lui-même. Il n'aurait probablement pas osé mettre son hy- 
pothèse au-dessus des faits, et négliger certaines diffé- 
rences aussi hardiment que les erreurs d'observation ; et 
pourtant, il y avait plus de vérité dans cette hypothèse 
que dans les faits trop précis, paradoxe que Newton seul 
devait plus tard expliquer. 
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Newton, supposant provisoirement avec les anciens que 
les planètes décrivaient des orbites circulaires, et avec 
Kepler, que les cubes de leurs distances au soleil étaient 
proportionnels aux carrés des temps de leurs révolutions, 
arriva du premier coup, par le calcul, à l'attraction réci- 
proque au carré des distances. Il vérifia cette loi par le 
mouvement de la lune supposé lui-même circulaire. L'hy- 
pothèse plus exacte, mais non rigoureuse, des orbites 
elliptiques, le conduisit à la même loi ; et enfin cette loi 
permit à ses successeurs d'expliquer les inégalités* de la 
lune et des planètes, et « d'embrasser par une vue géné- 
rale les états passés et futurs du système du monde. » 

On peut appliquer les mêmes considérations à l'étude 
de la pesanteur qui a conduit Galilée au principe de la 
mécanique rationnelle. Les lois si simples de la pesanteur, 
telles qu'on les énonce ordinairement, ne représentent 
pas exactement les phénomènes. Que deux corps de den- 
sité différente tombent librement dans l'air ; chacun d'eux 
décrit une courbe à l'est de la verticale, par l'effet de la 
rotation du globe; leurs vitesses sont rendues inégales 
par la résistance de l'air, et d'ailleurs, elles ne sont pas 
proportionnelles au temps, non-seulement à cause de cette 
résistance, mais aussi parce que l'attraction terrestre 
varie avec la distance. 

Cependant nous admettons à l'exemple de Galilée, que 
dans un même lieu peu étendu, les corps tombent suivant 
la verticale avec une vitesse qui, dans le vide, serait la 
même pour tous et proportionnelle au temps, et que si le 
mobile recevait une vitesse initiale plus ou moins oblique 
relativement à la terre supposée en repos, il décrirait 



— 148 — 

dans le vide une parabole. Ces lois simples expriment 
bien les véritables tendances de la nature. Il est une loi 
plus simple encore qui découle des premières : tout corps 
persévère dans son état de repos ou de mouvement rec- 
tiligne uniforme s'il n'en est empêché par une force, et 
cette force agit sur un corps en mouvement comme s'il 
était en repos. 

La connaissance exacte et rigoureuse des phénomènes 
ne suffit pas pour conduire l'observateur aux lois qui les 
régissent; la vérité intelligible est moins dans les faits 
que dans l'esprit humain qui poussé par un instinct secret 
vers l'ordre et l'harmonie, et éclairé par la science mathé- 
matique, s'élève aux grands principes qui expliquent les 
faits eux-mêmes. Le philosophe interroge la nature, mais 
ce n'est pas elle qui répond, c'est son propre génie. Il y 
a une infinité de manières de poser la question, il n'y en 
a qu'une de la poser dans le sens de la nature ; et la poser 
ainsi, c'est la résoudre. Le physicien, s'il n'est qu'obser- 
vateur, se trouvant en présence de phénomènes variés et 
complexes, s'efforcera peut-être "de les soumettre à une 
règle empirique, mais il n'apercevra entre eux aucune loi 
simple ; l'homme dç génie seul parvient à distinguer la 
cause principale des causes perturbatrices, à isoler son 
action, et à formuler des lois qui sans être l'expression 
immédiate des faits observés, représentent rigoureuse- 
ment les tendances primitives de la nature dont il est le 
véritable interprète. 



FIN. 
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